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Introdution Générale

L'intelligene arti�ielle a pour voation de développer des outils pour représenter

les onnaissanes et de fournir des méanismes d'inférene pour élaborer des onlusions

à partir des onnaissanes disponibles [1℄.

C'est la apaité de transmettre des représentations qui a permis l'extraordinaire a-

élération des possibilités humaines [2℄. Quant à l'inférene, 'est l'élément de base de

toute desription de la ognition [2℄.

Néanmoins, les onnaissanes du monde dont nous disposons sont imparfaites. Cei est

dû à plusieurs fateurs liés soit à la manière dont nous réoltons es onnaissanes soit

à la nature même de es onnaissanes.

L'imperfetion est perçue soit omme une inertitude soit omme une impréision.

La notion d'inertitude est une forme subjetive de l'ignorane [3℄. Elle apparaît quand

un agent onstruit une opinion subjetive sur une proposition qui n'est pas dé�nitive-

ment établie.

L'impréision est une forme objetive de l'ignorane. Elle ouvre les as où un agent

attribue une valeur à une variable mais sans la préision adéquate. Pour illustrer la dif-

férene entre impréision et inertitude, onsidérons les deux situations suivantes [4℄ :

1. John a au plus deux enfants et j'en suis sûre.

2. John a trois enfants mais je n'en suis pas sûre.

Dans le premier as, le nombre d'enfants est impréis mais ertain. Dans le seond as,

le nombre d'enfants est préis mais inertain. Ces deux aspets (impréision et inerti-

tude) peuvent oexister mais ils sont distints.

Durant plusieurs déennies, les di�érents aspets de l'imperfetion de l'inertitude

ont été modélisés par la théorie des probabilités. La notion de probabilité n'est epen-

dant pas adaptée à la représentation des inertitudes de nature psyhologiques [5℄, telles

que elles liées à la �abilité d'un informateur. Ainsi, durant es trente années, plusieurs

modèles ont émergé, re�étant les nouveaux onepts prenant en ompte les di�érents

aspets de l'imperfetion, on�rmant ainsi que la théorie des probabilités, aussi répan-

due qu'elle l'est, n'est pas le seul modèle normatif pouvant apturer l'ensemble de es

aspets [4℄.

La théorie de l'évidene [6℄ permet également de manipuler les degrés de on�ane qu'un

observateur attribue à la validité des faits, en n'imposant plus la ondition d'additivité

fondamentale de la théorie des probabilités.

A�n de modéliser la notion d'impréision, Zadeh a proposé de modéliser le méa-

nisme de la pensée humaine par un raisonnement approximatif basé sur des variables

linguistiques. Il a introduit alors les ensembles �ous [7℄. Et a�n de tenir ompte du a-

ratère inertain et non probabilisé des onnaissanes, Zadeh [8℄ a introduit une théorie

non probabiliste représentée par la théorie des possibilités, qui fût par la suite dévelop-

pée par Dubois et Prade [9℄.
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Au �l de l'évolution des reherhes, d'autres types de représentation ont vu le jour

omme les représentations graphiques. Les réseaux bayésiens probabilistes [10, 11, 12℄

�gurent parmi les modèles graphiques les plus répandus. Ils mettent en exergue les re-

lations d'indépendanes qui existent entre les variables.

La représentation et le raisonnement sur des onnaissanes inertaines en théorie des

possibilités, peuvent être abordés dans des adres symbolique ou numérique.

Dans le adre symbolique, une relation d'ordre est dé�nie entre les formules onstituant

les onnaissanes. Nous parlons alors de la théorie des possibilités qualitative.

Par ontre dans le ontexte numérique,un degré numérique, évaluant l'inertitude, est

assoié à haque parelle de onnaissanes. Ce as orrespond à la théorie des possibi-

lités quantitative.

Pour haque ontexte, il existe deux façons de odi�er les onnaissanes :

� soit en utilisant le mode logique où les onnaissanes inertaines sont représen-

tées sous forme de bases de onnaissanes formées par un ensemble de formules

propositionnelles assoiées à des pondérations mesurant l'inertitude,

� soit en utilisant le mode graphique où les onnaissanes sont représentées par

un ertain nombre de variables représentées par des n÷uds et un ensemble d'ars

représentant les liens ausaux qui existent entre les di�érentes variables. Au niveau

de haque n÷ud est attribuée une valuation exprimant l'in�uene des inertitudes

entre les variables dépendantes.

Le but de e ours est de donner un aperçu sur les prinipales théories qui traitent

les onnaissanes imparfaites et plus préisèment les onnaissanes inertaines.



Chapitre 1

Théories de l'inertain et de

l'impréision

1.1 Introdution

Plusieurs modèles numériques ont été établis pour traiter es di�érents types d'igno-

rane. La théorie des probabilités fût la première à s'être intéressée à la modélisation

de l'inertitude. En e�et, les inertitudes ont été identi�ées depuis fort longtemps par

l'intermédiaire de la théorie des probabilités [5℄. Elle permet, par exemple, de quanti�er

la royane pour qu'une proposition soit vraie. Cependant, elle est assez limitée pour

exprimer ertaines formes d'inertitudes [3℄.

Par la suite, les travaux de Dempster et Shafer sur la théorie des fontions de royane

sont apparus a�n de modéliser la notion de rédibilité issue des onnaissanes du type

"Mon degré de royane que le aner X est dû à un virus". Vu que les onnaissanes

inertaines peuvent ne pas être de nature probabiliste (numérique), la théorie des pos-

sibilités fût introduite a�n de représenter des possibilités épistémiques du type "la pos-

sibilité que la hauteur de Paul soit autour de 175 m".

Le onept de l'impréision fût modélisé par les ensembles �ous [13℄.

Nous allons nous foaliser, dans e hapitre, sur es di�érentes approhes numériques

proposées pour représenter les onnaissanes inertaines et impréises. La setion 3

présente les onepts de base de la théorie des probabilités. Puis nous exposerons les

théories non probabilistes. Ainsi, la setion 4 s'intéresse aux fondements de base de la

théorie des fontions de royane. Quant à la setion 5, elle est dédiée à la théorie des

possibilités. La setion 6 relate les prinipaux fondements de la théorie des ensembles

�ous qui traitent les onnaissanes impréises.

1.2 Quelques notations

Nous allons dans ette setion présenter les onventions de notations utilisées dans

ette thèse.

Soit L le langage propositionnel. Ω représente l'ensemble des interprétations propo-

sitionnelles. ω représente une interprétation de Ω. φ,ψ, ... représentent des formules

propositionnelles. A, B, C,...représentent des variables. ⊤ représente une tautologie, ⊥
représente une antilogie et ¬ représente la négation, ∧ représente la onjontion et ∨
représente la disjontion.

Soit ω ∈ Ω une interprétation et soit φ une formule propositionnelle. ω |= φ signi�e

que l'interprétation ω est un modèle de φ dans le sens de la logique propositionnelle.

9
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ω 6|= φ signi�e que l'interprétation ω n'est pas un modèle de φ.

1.3 La théorie des probabilités

1.3.1 Introdution

De toutes les théories qui représentent l'inertitude, la théorie des probabilités [10℄

est la plus anienne et la plus répandue. Elle onstitue une base solide pour le raisonne-

ment logique ave inertitude ar elle permet de modéliser quantitativement l'inertitude

assoiée à un événement.

Considérons par exemple l'événement N "il neigera sur les hauts plateaux d'ii la �n de

semaine". L'ourrene de N est di�ile à prédire. Cette inertitude est quanti�ée par

un nombre P(N), appelé la probabilité assoiée à N. Cette probabilité est non négative

et ne doit pas exéder 1.

1.3.2 Prinipes de base

Les bases de la formalisation axiomatique de la théorie des probabilités sont les

suivantes :

1.3.2.1 Mesure de probabilité

La notion de base de la théorie des probabilités est la mesure de probabilités dé�nie

dans un espae de probabilité.

Dé�nition 1.1 (Espae de probabilités) (Kolmogoro�,1933) Un espae de probabi-

lités formel est dé�ni par trois entités (S,F,P) où :

1. S est l'espae de réalisation,

2. F est l'ensemble des événements en S,

3. P est une mesure de probabilité dé�nie sur les éléments de F.

Sur l'espae de probabilités S, sont dé�nies des opérations algébriques entre événements :

� Ā représente l'événement omplémentaire de A,

� A ∪ B représente l'union de deux événements A et B,

� A ∩ B représente l'intersetion de deux événements A et B,

� A \ B représente la di�érene entre deux événements A et B.

Considérons deux événements A et B. Deux as partiuliers sont à noter :

� A et B sont dits exhaustifs si A ∪ B= S.

� A et B sont dits exlusifs si A ∩ B =∅ où ∅ est l'événement impossible.

La mesure de probabilités P satisfait les trois axiomes de base suivants :

1. P(∅)=0 ;

2. P(S)=1 ;

3. Si A1,A2,...An sont des événements exlusifs (Ai ∩ Aj=∅ ∀ i6=j), alors :

P (∪nh=1Ah) =

n
∑

h=1

P (Ah).
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Le troisième axiome est l'axiome d'additivité propre au modèle probabiliste dans le as

où les Ai sont mutuellement exlusifs. Il atteste que la royane d'un événement est la

somme des royanes assignées à es omposants exlusifs.

A partir de es axiomes sur la fontion de probabilité P, les propriétés élémentaires

suivantes sont dérivées :

Propriété 1.1 1. ∀ A ∈ S, 0 ≤ P(A) ≤ 1. Les deux valeurs extrêmes sont interpré-

tées omme suit : P(A)=0 signi�e que l'événement A est impossible et P(A)=1

signi�e que A est ertain.

2. ∀ A ∈ S, P(A)+P(Ā)=1. C'est une équation qui permet de déduire la probabilité

d'un événement dès que la probabilité de l'événement ontraire est onnue. Cei

implique que quand nous augmentons la royane d'un événement, nous diminuons

la royane de l'événement ontraire.

3. Soient A et B deux événements, la réalisation de A et B quand A et B sont

impossibles est un événement impossible :

A ∩B = ∅ ⇒ P (A,B) = 0

4. Soient A et B deux événements.

Si A ⊆ B Alors P(A) ≤ P(B).

Si A ⊂ B alors P(B \ A)=P(B)-P(A).

5. Soient A et B deux événements.

P (A ∪B) + P (A,B) = P (A) + P (B)⇔ P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A,B)

Lorsque A et B sont exlusifs auquel as, P(A∩ B)=0, alors, P(A ∪ B)=P(A)+P(B).
Plus généralement, si tous les Ai sont inompatibles deux à deux alors :

P (∪ni=1Ai) =
n
∑

i=1

P (Ai)

1.3.2.2 Conditionnement probabiliste

La notion du onditionnement est inhérente à la théorie des probabilités. Elle permet

de modéliser les liens de dépendane entre deux événements. Plus préisément, elle

évalue l'impat de l'arrivée d'une information ertaine sur les onnaissanes du monde.

Exemple 1.1 Soit l'expériene de jeter un dé. Soit X un jet, F l'événement {X=6} et E

l'événement {X>4}. Ainsi, P(F)=1/6. Supposons qu'un dé a été jeté et que l'événement

E s'est produit générant ainsi deux possibilités : (5 ou 6). Intuitivement, en l'absene

d'autres informations : P(F | E)=1/2.

P(F | E) est appelée probabilité onditionnelle de F sahant E.

D'une manière formelle, le onditionnement est don matérialisé par la dé�nition sui-

vante :
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Dé�nition 1.2 (Probabilité Conditionnelle) Soient A et B deux événements ave

P(B)>0. La probabilité onditionnelle de A sahant B est dé�nie par :

P (A | B) =
P (A,B)

P (B)
(1.1)

P(B) est dite probabilité marginale.

Exemple 1.2 Si on reprend l'exemple préédent du dé ave F l'événement {X=6} et E

l'événement {X>4}. L'événement E ∩ F est l'événement F d'où :

P(F | E)=P (F∩E)
P (E) =

P (F )
P (E)=

1/6
1/3=1/2. Ce qui orrespond au résultat obtenu préédemment.

Propriété 1.2 1. Si A ⊃ B ⇒ P(A | B)=1 (ar A ∩ B=B).

2. Si A ⊂ B ⇒ P(A | B) ≥ P(A) (ar A ∩ B=A).

3. Les probabilités onditionnelles satisfont les axiomes de la mesure de probabilité.

A partir de la dé�nition de la probabilité onditionnelle, est déduite la probabilité de

l'intersetion de deux événements, appelée probabilité jointe, en termes de probabilité

onditionnelle et de probabilité marginale omme suit :

P (A ∩B) = P (A | B) ∗ P (B) = P (B | A) ∗ P (A) (1.2)

Cette règle peut être appliquée à plusieurs d'événements produisant ainsi la règle de

multipliation ou la règle de haînage.

Dé�nition 1.3 (Règle de haînage) Soient A1, A2, ...An n événements, la probabi-

lité jointe assoiée aux événements (A1, A2, ...An) est dé�nie omme le produit des n

probabilités onditionnelles omme suit :

P (A1, A2, ..., An) = P (A1 | A2, ..., An−1, An) ∗ ... ∗ P (An−1 | An) ∗ P (An) (1.3)

A partir de l'équation des probabilités jointes et de l'axiome 3 de la mesure des

probabilités, la notion de probabilité totale est dé�nie par : Soit {Ai} une partition de

S, 'est à dire :

� Ai ∩ Aj=∅, i 6= j

� S=

⋃

i=1,...,N Ai

Alors, pour tout événement B de S,

P (B) =
N
∑

i=1

P (B,Ai) =
N
∑

i=1

P (B | Ai) ∗ P (Ai)

Cette dé�nition exprime la probabilité marginale d'un événement B omme une

moyenne pondérée des probabilités onditionnelles.

La règle de haînage et le théorème de la probabilité totale peuvent être étendus

aux probabilités onditionnelles :

P (A1, A2, ..., An | C) = P (An | An−1, An−2, , ...A1, C) ∗ ... ∗ P (A2 | A1, C) ∗ P (A1 | C)
(1.4)

P (B | C) =

N
∑

i=1

P (B | Ai, C) ∗ P (Ai, C) (1.5)
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1.3.2.3 Théorème de Bayes

Le théorème de Bayes est une formulation mathématique du onditionnement mo-

délisant la modi�ation des royanes après l'arrivée d'une nouvelle information liant

les probabilités onditionnelles de deux événements A et B. Il stipule :

P (A | B) =
P (B | A) ∗ P (A)

P (B)
(1.6)

ave P(A) 6= 0 et P(B) 6= 0.

Le théorème de Bayes peut être vu omme une règle qui permet de mettre à jour une

probabilité initiale P(A) appelée aussi probabilité a priori donnant ainsi lieu à une

probabilité révisée P(A| B), appelée probabilité a posteriori.

La règle de Bayes joue un r�le important pour toutes sortes d'appliations omme pour

le diagnosti médial, ar elle permet de aluler la probabilité d'un diagnosti à partir

de la probabilité de la ause :

P (cause | effet) =
P (effet | cause)P (cause)

P (effet)
(1.7)

Cependant, la di�ulté d'un problème augmente in�niment lorsque les variables ne

sont pas indépendantes. Ainsi, l'utilisation du théorème de Bayes, néessite la prise en

ompte des indépendanes onditionnelles.

1.3.3 Indépendane et Indépendane onditionnelle

Deux événements A et B sont indépendants si leurs probabilités ne hangent pas

quand nous les onditionnons l'un à l'autre : P(A | B)=P(A) et P(B | A)=P(B) ave
P(A)>0 et P(B)>0. Cette indépendane peut être également formalisée par :

Dé�nition 1.4 (Indépendane) Deux événements A et B sont dits indépendants ,

ave P(A) >0 et P(B)>0, si P(A,B)=P(A)*P(B)

En d'autres termes, la probabilité jointe de es deux événements orrespond au produit

des probabilités marginales. Si A et B sont indépendants, alors (A et B̄), (Ā et B) et

(Ā et B̄) le sont également.

La notion d'indépendane peut être étendue à un ensemble �ni d'événements A1,A2...,An.

Dé�nition 1.5 Un ensemble d'événements A1,A2...,An est dit indépendant si pour

haque sous ensemble Ai,Aj ...,Am de es événements, nous avons :

P (Ai, Aj ..., Am) = P (Ai) ∗ P (Aj) ∗ ... ∗ P (Am)

Remarque 1.1 Il est important de remarquer que la notion d'indépendane ne oïn-

ide pas ave elle d'événements mutuellement exlusifs. En e�et, si A et B sont mu-

tuellement exlusifs, alors leur intersetion est vide et don P(A,B)=0, e qui entraîne

P(A|B)=0. Ainsi, si B se produit, l'ourrene de A est impossible.

Dé�nition 1.6 (Indépendane onditionnelle) Deux événements A et B, ave P(A)>0

et P(B) >0 sont dits indépendants dans le ontexte C si :

P (A,B | C) = P (A | C) ∗ P (B | C)
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Il est important de remarquer que l'indépendane onditionnelle n'implique pas l'indé-

pendane. En e�et, deux événements A et B peuvent être indépendants dans le ontexte

C mais si nous les onsidérons à part, ils ne seront pas indépendants.

Remarque 1.2 Il est important à e niveau de souligner l'impat de la notion d'indé-

pendane sur la omplexité du raisonnement probabiliste. En e�et, le alul des proba-

bilités requiert :

� Soit la onnaissane d'un nombre important de probabilités onditionnelles du type

P(A|B),
� Soit l'exploitation des indépendanes pour un ertain nombre de ouples d'événe-

ments (A,B).

Ainsi, l'utilisation de l'indépendane probabiliste entre ertains événements permet de

réduire notablement la omplexité des aluls pour le raisonnement probabiliste dans

l'inertain [14℄. En e�et, la di�ulté d'un problème augmente onsidérablement lorsque

les variables ne sont pas indépendantes.

1.3.4 Interprétations des probabilités

Le modèle probabiliste peut être interprété de plusieurs manières. Essentiellement,

nous parlons des probabilités fréquentistes ou des probabilités subjetives.

Selon l'interprétation fréquentiste, les probabilités sont obtenues à partir de la notion

de "fréquene relative d'apparition lors de la répétition d'un grand nombre de fois d'une

expériene aléatoire".

Exemple 1.3 Soit la situation où il s'agit de tirer une boule au hasard dans un en-

semble de n boules formé de r boules rouges et de j boules jaunes. La probabilité que la

proposition A=" La boule tirée est rouge" orrespond à la fréquene relative ave laquelle

nous nous attendons à tirer une boule rouge. P(A)=r/n.

L'interprétation fréquentiste ne permet pas de raisonner sur l'inertain si les données

statistiques disponibles ne sont pas su�santes, ou si le adre d'une expériene aléatoire

répétée dans des onditions identiques n'est pas respeté [14℄.

L'approhe subjetive peut être dé�nie par le slogan "La probabilité est un degré de

royane". En e�et, il y' a des situations pour lesquelles il n' y a pas d'interprétations

fréquentistes objetives omme par exemple la probabilité d'avoir une bonne note à un

examen.

1.3.5 onlusion

Le modèle probabiliste reste le modèle le plus utilisé. Néanmoins, il présente des

limites :

� La théorie des probabilités ne permet pas de distinguer entre l'ignorane et l'in-

ertitude, qui ependant, dans le sens ommun, ne reèlent pas la même quantité

de savoir. En e�et, soient A et B deux événements. A�rmer que P(A)=P(B)=0.5

peut désigner l'équiprobabilité entre les deux événements ou enore la totale igno-

rane sur les événements A et B. En e�et, l'axiome d'additivité de la théorie des

probabilités entraîne que si nous ne savons rien sur un événement A alors

P (A) = P (¬A) = 1/2.

Le problème majeur qui en déoule repose sur le fait que d'augmenter les royanes

sur un événement entraîne la diminution sur la royane de l'événement ontraire,

e qui n'est pas toujours souhaitable.
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� De plus, il est di�ile en théorie des probabilités de représenter l'ignorane totale

lorsqu'on se trouve en présene de plus de deux alternatives. En e�et, onsidérons

le paradoxe suivant [15℄.

Exemple 1.4 Soient les propositions P1="La vie existe sur Mars", P2=¬P1 ∧
P3="La vie sur Mars est seulement végétale", P4="La vie sur Mars n'est pas

seulement végétale" ; Il est lair que P3 ∧ P4= ∅ et que P1=¬ P3 ∨ P4. Quelle

que soit la répartition des probabilités (par exemple P2=1/2, P3=P4=1/4 ou

P2=P3=P4=1/3) utilisée pour rendre ompte de notre ignorane a priori, er-

taines propositions apparaissent plus probables que d'autres, e qui est paradoxal

vu qu'on est dans le as d'une ignorane totale.

Ces problèmes déoulent de l'axiome d'additivité.

� Un autre inonvénient du alul des probabilités réside dans la néessité d'énu-

mérer un ensemble exhaustif d'alternatives mutuellement exlusives [16℄. En pra-

tique, l'ensemble des faits fournis par un expert ne répondent pas forément à es

exigenes.

� L'utilisation du alul des probabilités onduit souvent, en pratique, à poser des

axiomes d'indépendane entre les faits manipulés [16℄.

� Du point de vue du alul, les règles de alul de la théorie des probabilités

favorisent l'augmentation des erreurs (il y a des sommes et des produits). Si bien

qu'une longue haîne de propagation des oe�ients d'inertitude peut réduire à

néant la signi�ation de es derniers [16℄.

Pour tout ela, des travaux de reherhe ont onduit à d'autres formalismes pour

représenter l'inertain.

1.4 La théorie des fontions de royane

Pour pallier aux problèmes posés par le modèle probabiliste, notamment eux liés

à l'axiome d'additivité, Dempster et Shafer [6℄ ont dé�ni la notion de fontions de

royanes qui ont pour objetif de modéliser et de quanti�er la notion de degrés de

royane pour représenter l'inertitude. Dans la théorie des royanes [17, 18, 19℄, les

distributions de probabilités sont onstruites non pas sur Ω mais sur l'ensemble des

parties de Ω. Ω est dit adre de disernement représentant l'ensemble exhaustif et ex-

lusif des états onnus du monde. 2Ω est l'ensemble des parties de Ω. La distribution

représente la masse de probabilités m dé�nie par :

m : 2Ω → [0,1℄

Les propriétés de la fontion de masse sont :

∑

A⊆Ω

m(A) = 1 (1.8)

m(∅) = 0. (1.9)

L'égalité (1.8) représente la ondition de normalisation.

Tout sous-ensemble de Ω véri�ant m(A)6= 0 est dit élément foal de m.

Le ouple (Ω,m) est appelé orps de la royane.

Si m(A)=1 et ∀B6=A ∈ 2Ω, m(B)=0, alors A est ertain dans le sens où un de es élé-

ments a la valeur herhée. Dans e as nous ne savons pas quel est l'élément onerné

sauf si A est un singleton.

Si A=Ω, alors l'information m(A)=1 orrespond à une situation d'ignorane totale.
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Exemple 1.5 [20℄ Imaginons que nous nous intéressons à l'évolution sur 24 heures du

ours d'une ation en bourse. Ainsi, au bout de 24 heures, soit le ours aura hangé

(événement a1), soit il restera stable (événement a2). Il faut attribuer une masse à

haun des sous-ensembles possibles : m(∅),m({a1}),m({a2}),m({a1,a2}). Supposons

que selon une analyse �nanière, le ours restera stable, mais sans grande ertitude.

Nous en déduisons que m({a2})=0.3. D'un autre oté, le fait que le marhé boursier est

très volatil, permet de dire que le ours aura tendane à �utuer. Nous en déduisons

que m({a1})=0.2. La masse restante sera attribuée à {a1, a2} qui se traduit par "Nous

ne pouvons pas nous prononer". Il s'agit de la masse restante qui n'a pas enore été

attribuée. En résumé, notre rédibilité sera partagée entre une partie de onnaissane et

une partie d'ignorane. Nous aurons :

� m(∅)=0 par dé�nition,

� m({a1})=0.2,
� m({a2})=0.3,
� m({a1, a2})=0.5.

L'élément foal orrespond à un événement en lequel roit un observateur au minimum

un peu. L'ensemble des éléments foaux onstitue le noyau : NΩ={A ∈ 2Ω : m(A) ≥ 0}.

1.4.1 Fontion de royane ou de rédibilité

A la fontion de masse m est assoiée la notion de fontion de royane Bel dé�nie

omme suit : la fontion de royane évalue l'intensité de l'impliation d'une formule

à partir des royanes disponibles. Ainsi, si A est un ensemble dans un adre de dis-

ernement Ω, Bel(A) représente la somme de toutes les masses attribuées aux éléments

ontenus dans A, plus la masse attribuée à A lui même. D'une manière plus formelle,

la fontion de royane est dé�nie par : Bel : 2Ω → [0,1℄ telle que :

Bel(A) =
∑

B⊆A

m(B) (1.10)

La fontion de rédibilité véri�ent les propriétés suivantes :

� Bel(∅)=0
� Bel(Ω)=1
� Règle de sous-additivité :

Bel(A) +Bel(Ā) ≤ 1

Cette propriété permet d'augmenter la royane d'un événement sans pour autant

diminuer elle de l'événement ontraire. Elle o�re une souplesse qui fait défaut à

la théorie des probabilités à ause de l'axiome d'additivité qui est ontraignant.

�

Bel(A ∪B) ≥ Bel(A) +Bel(B)−Bel(A ∩B).

Conernant ette propriété, la distintion est importante. En e�et, pour la théorie

des probabilités, le degré de probabilité aordé à l'union de deux événements

mutuellement exlusifs est égal à la somme des probabilités allouées à haque

événement.

� Règle de monotonie :

SiA ⊆ B ⇒ Bel(A) ≤ Bel(B).
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Exemple 1.6 Si nous reprenons l'exemple 1.5, nous avions les masses suivantes :

m(∅)=0, m({a1})=0.2, m({a2})=0.3, m({a1, a2})=0.5. Les degrés de rédibilité qui en

résultent sont :

� Bel(∅)=0,
� Bel({a1})=0.2,
� Bel({a2})=0.3,
� Bel({a1, a2})=1 ar la somme des masses de tous les sous-ensembles du adre de

disernement est toujours égale à 1 (Ω={a1,a2}).

La fontion de rédibilité est également onsidérée omme un élément foal. L'ensemble

de tous les éléments foaux d'une fontion de rédibilité s'appelle le ÷ur de la fontion

de rédibilité.

1.4.2 Fontion de plausibilité

La fontion de plausibilité évalue dans quelle mesure un événement est onsistant

ave les royanes disponibles. Elle est dé�nie par : Pl : 2Ω → [0,1℄

Pl(A) =
∑

A∩B 6=∅

m(B) (1.11)

La plausibilité d'un ensemble d'éléments A dans un adre de disernement Ω est la

somme des royanes qui ne ontredisent pas A.

La fontion de plausibilité peut également être dé�nie à travers la relation suivante :

Pl(A) = 1−Bel(Ā)

En e�et, le degré de plausibilité de A représente tout le degré de rédibilité qui n'est

pas attribué à Ā. En d'autres termes, A n'est quelque peu rédible que dans la mesure

où l'événement opposé n'est pas très plausible. La fontion de plausibilité satisfait les

relations suivantes :

� Pl(∅)=0
� Pl(Ω)= 1

� Pl(A)=1-Bel(Ā)
� Pl(A)+Pl(¬ A) ≥ 1

� Règle de monotonie : Si A ⊆ B Alors Pl(A) ≤ Pl(B)

� Pl(A ∩ B) ≤ Pl(A)+Pl(B)-Pl(A ∪ B)

Exemple 1.7 Si nous reprenons l'exemple 1.5, nous avions les masses suivantes :

m(∅)=0, m({a1})=0.2, m({a2})=0.3, m({a1, a2})=0.5. Les degrés de plausibilité qui

en résultent sont :

� Pl(∅)=0,
� Pl(a1)=m({a1})+m({a1, a2})=0.7,
� Pl(a2)=m({a2})+m({a1, a2})=0.8,
� Pl({a1, a2})=Pl(Ω)=1-Bel(∅)=1 en utilisant la relation entre la fontion de ré-

dibilité et la fontion de plausibilité.

La fontion de rédibilité et la fontion de plausibilité sont reliées par plusieurs points :

� Si nous omparons la fontion de rédibilité ave la fontion de plausibilité, il

apparaît que la fontion de plausibilité domine la fontion de rédibilité. Cei est

illustré par l'équation suivante :

∀A ⊂ B,Bel(A) ≤ Pl(A)

� ∀ A ⊆ Ω, Bel(A)+Bel(Ā) ≤ 1 et Pl(A)+Pl(Ā) ≥ 1.
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Figure 1.1 � Somme orthogonale entre m1 et m2

1.4.3 La règle de ombinaison de Dempster

La règle de ombinaison de Dempster permet de modi�er les royanes après l'arrivée

d'une nouvelle royane. Cette règle permet de aluler, à partir de plusieurs fontions de

rédibilité sur le même ensemble de disernement Ω, une nouvelle fontion de rédibilité

dite somme orthogonale en ombinant les royanes.

D'une manière formelle, soient m1, m2 deux distributions de masses dé�nies sur un

référentiel Ω. Soient A1,A2...,An les éléments foaux de m1 et B1,B1...,Bl les éléments

foaux de m2. La distribution de masse m=m1 ⊕ m2 est dé�nie par :

m(∅) = 0

∀A 6= ∅,m(A) =
1

k

∑

Ai∩Bj=A

m1(Ai) ∗m2(Bj) (1.12)

où

k = 1−
∑

Ai∩Bj=∅

m1(Ai) ∗m2(Bj)

k est une onstante de normalisation et la quantité :

∑

Ai∩Bj=∅

m1(Ai) ∗m2(Bj)

mesure le degré de on�its entre les deux distributions de masse m1 et m2.

La �gure 1.1 [6℄ illustre la ombinaison orthogonale de deux masses m1 et m2.

Si

∑

Ai∩Bj=∅ m1 (Ai)*m2 (Bj)=1 alors les deux distributions de masses sont ontra-

ditoires et la ombinaison est impossible.

La masse assoiée à un sous-ensemble P de Ω est donnée par :

m(P ) =
∑

Ai∩Bj=P

m1(Ai) ∗m2(Bj)
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1.4.4 Le onditionnement

Di�érentes dé�nitions ont été développées pour le onditionnement dans la théorie

des fontions de royane. Parmi lesquelles nous trouvons la règle de Dempster :

Pl(A | B) =
Pl(A)

Pl(B)
(1.13)

1.4.5 Les fontions de royanes et les probabilités

Nous pouvons faire le parallèle entre fontion de royane et probabilités en plusieurs

points :

� Si tous les éléments foaux assoiés à une royane sont des singletons alors la

mesure de probabilité est à la fois une mesure de royane et une mesure de

plausibilité.

� L'axiome d'additivité des probabilités est remplaé par l'inégalité suivante :

Bel(A ∪B) ≥ Bel(A) +Bel(B)−Bel(A ∩B)

� La théorie des fontions de royane permet de distinguer l'ignorane de l'iner-

titude, ontrairement à la théorie des probabilités. En e�et, pour la théorie des

fontions de royane, l'ignorane est représentée par le fait que deux événements

peuvent être tous les deux plausibles sans être pour autant rédibles. Plus formel-

lement, nous pouvons avoir :

Pl(A) = Pl(¬A) = 1

et

Bel(A) = Bel(¬A) = 0

Ainsi, la théorie des fontions de royane permet de distinguer entre l'ignorane

et l'inertitude, ontrairement à la théorie des probabilités.

� La théorie des probabilités est, sous ertaines onditions, un as partiulier de la

théorie des fontions de royane. En e�et, les mesures de royane et de plausibi-

lité peuvent être vues respetivement omme étant la borne inférieure et la borne

supérieure de la probabilité [21℄ :

∀A ∈ Ω, Bel(A) ≤ P (A) ≤ Pl(A)

Ainsi, l'intervalle [Bel(A),Pl(A)℄ est interprété omme un enadrement de la pro-

babilité réelle de A [17℄.

� Dans le as où la distribution de masse m est dé�nie sur les singletons du référentiel

Ω et non pas sur les sous ensembles de Ω, elle devient équivalente à une distribution
de probabilités. Cei induit une égalité entre la mesure de probabilités, la mesure

de rédibilité et la mesure de plausibilité. Ainsi,

∀A ∈ Ω, Bel({A}) = Pl({A}) = P (A) (1.14)

L'équation de la théorie de Dempster-Shafer

Pl(A) = 1−Bel(¬A)

devient alors

P (A) + P (¬A) = 1

C'est la propriété aratéristique de la théorie des probabilités.



20 Théories de l'inertain et de l'impréision

Les di�érentes relations entre les mesures relatives à la théorie des royanes peuvent

être illustrées sous forme graphique appelée intervalle de royane (voir la �gure 1.2).

Nous pouvons souligner l'existene des fontions symétriques de la rédibilité et de la

plausibilité à savoir l'inrédibilité (rédibilité de la négation) et le doute (la plausibilité

de la négation).

Figure 1.2 � Intervalle de royane d'un élément foal A

1.4.6 Conlusion sur les fontions de royanes

Les fontions de royanes permettent la modélisation des onnaissanes inertaines

inluant le aratère de "non monotonie" du raisonnement où une onnaissane peut

être revue après l'avènement d'une royane grâe à la règle de onditionnement. Cette

théorie fût populaire [22℄ et le modèle de base a été étendu dans de nombreuses dire-

tions [23, 24℄. Entre autre, dans [25℄, l'auteur a développé une théorie de l'inertain non

probabiliste appelé le modèle de royane transférable qui est une interprétation parti-

ulière de la théorie des fontions de royane où la représentation s'e�etue sur la base

des informations partielles. Dans ette approhe, le onept d'additivité est remplaé

par l'inégalité suivante :

Bel(A ∪B) ≥ Bel(A) +Bel(B)−Bel(A ∩B)

Cependant, la théorie des fontions de royanes ne permet pas de prendre en ompte

les informations ontraditoires.

1.5 La Théorie des possibilités

Une manière d'évaluer le degré de on�dene attribué à un événement inertain était

de déterminer le degré de ertitude de l'événement ontraire omme pour la théorie des

probabilités. Une autre approhe onsiste à évaluer l'inertitude aordée à un événe-

ment par deux mesures distintes, omme le as de la théorie des possibilités.

La théorie des possibilités proposée par Zadeh [8℄ puis développée par Dubois et Prade

[9℄ est une théorie de l'inertain, ayant pour voation de manipuler des onnaissanes

inomplètes [26℄ dérites en termes d'ensembles �ous. Elle di�ère de la théorie des pro-

babilités vu qu'elle manipule deux mesures duales (mesure de possibilités et mesure de
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néessité). De plus, 'est une théorie non additive permettant de prendre en ompte la

notion de strutures ordinales. Cette théorie a été développée dans deux diretions :

qualitative et quantitative. Ces deux approhes partagent l'axiome de maxitivité mais

di�èrent dans leurs dé�nitions des onepts de onditionnement et d'indépendane.

Les mesures de possibilités qualitatives permettent d'évaluer les onnaissanes en uti-

lisant la notion d'ordre. La logique possibiliste est issue de la théorie des possibilités.

C'est une extension de la logique lassique o�rant ainsi un ontexte sémantique pour

le raisonnement non monotone dont la omplexité reste prohe à elle de la logique

lassique. Les éhelles ne sont pas numériques mais ordinales : les onnaissanes sont

organisées en niveaux (strates) selon leurs degrés de ertitude. Ainsi, les formules de

même degré oupent la même strate.

La théorie des possibilités quantitative possède diverses branhes : le degré de possibilité

peut être vu omme la borne supérieure d'une probabilité. Une distribution de possibili-

tés peut être onsidérée omme une fontion likelihood et peut odi�er une distribution

de probabilités ave des valeurs extrêmes [26℄.

La théorie des possibilités repose sur les onepts dérits dans les sous-setions sui-

vantes :

1.5.1 Distribution de possibilités

La théorie des possibilités est basée sur la notion de distribution de possibilités qui

représente une fontion de Ω vers [0, 1]. Une distribution de possibilités π représente

un état sur les onnaissanes permettant de distinguer e qui est plausible à partir des

onnaissanes les moins plausibles.

La distribution de possibilités présente les propriétés suivantes :

� π(ω)> 0 : ω est quelque peu possible,

� π(ω) = 0 : ω est impossible,

� π(ω) = 1 : ω est totalement possible,

� π(ω) > π(ω′
) :ω est plus plausible que ω′

.

π est dite normalisée s'il existe une interprétation ω telle que π(ω)=1. La ondition
de normalisation de la distribution de possibilités re�ète la ohérene des onnaissanes

représentées par π. Dans e doument, les distributions de possibilités onsidérées sont

normalisées.

Soient π et π′ deux distributions de possibilités. Si ∀ω, π(ω) < π′(ω), π est dite plus

spéi�que que π′ ou que π′ est plus générale ou moins informative.

Si ∀ω 6= ω0, π(ω)=0 et π(ω0) =1 (toutes les interprétations de Ω sont impossibles sauf

une), alors la onnaissane du monde est omplète.

Ces distributions sont les plus spéi�ques.

1.5.2 Les mesures de possibilités et de néessité

La théorie des possibilités a été dé�nie a�n de représenter des onnaissanes inom-

plètes, impréises et inertaines. Comme pour la théorie des probabilités, l'évaluation

des degrés de on�ane d'un événement est numérique. Le degré de possibilité est dé�ni

par :

Π(φ) = max{π(ω) : ω |= φ} (1.15)

Π(φ) permet d'évaluer la ohérene de φ ave les onnaissanes disponibles repré-

sentées par π.
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Exemple 1.8 Dans le domaine des prévisions météorologiques, si le mois en ours est

Août, alors il est totalement possible que le iel soit dégagé vu qu'il n'y a pas d'informa-

tions qui ontredisent e fait (exemple prévisions d'orages).

Le degré de possibilité Π satisfait les propriétés suivantes :

� Π(⊥)=0,
� Π(⊤)=1,
� Π(φ)=0 : φ est impossible,

� Π(φ)=1 : φ est omplètement possible,

� Π(φ)=Π(¬ φ)=1 : φ et ¬ φ sont totalement possibles (as de l'ignorane totale),

� max(Π(φ),Π(¬ φ))=1 : φ ou ¬ φ doit être possible (ritère de normalisation),

� ∀ φ,∀ ψ Π(φ ∨ ψ)=max(Π(φ),Π(ψ)).

Les relations qui lient Π(φ) et Π(¬ φ) induisent la prise en ompte de es deux

quanti�ateurs pour la desription de la royane sur l'ourrene d'un événement. Π(¬
φ) informe sur la possibilité de ¬ φ, don sur la ertitude ou la néessité de l'ourrene

de ¬ φ vu que si ¬ φ est impossible alors φ est ertaine. Cette dualité permet de dé�nir

le degré de néessité omme suit :

N(φ) = 1−Π(¬φ) = min{1− π(ω), ω |= ¬φ}

Cette relation duale entre Π et N exprime le fait que plus φ est ertaine moins ¬ φ
devient ohérente ave les royanes disponibles.

Par exemple si un étudiant veut faire de la reherhe en intelligene arti�ielle, il est

ertain qu'il a des bases solides en logique.

Le degré de néessité présente les propriétés suivantes :

� N(φ)=0 : φ n'est pas ertaine, néanmoins φ peut être possible,

� N(φ)=1 : φ est ertainement vraie,

� N(φ)> 0⇒ N(¬ φ)=0 : si φ est quelque peu ertaine alors son ontraire n'est pas

du tout ertain,

� Π(φ) < 1 ⇒ N(φ)=0 : si φ n'est pas omplètement possible alors φ est omplète-

ment inertaine,

� ∀ φ,∀ ψ N(φ ∧ ψ)=min(N(φ),N(ψ)).

Remarque 1.3 Le domaine de es di�érentes mesures est �ni.

1.5.3 Conditionnement possibiliste

Le onditionnement est un onept fondamental pour la mise à jour des pondérations

initiales attribuées aux onnaissanes représentées par la distribution des possibilités

après l'arrivée d'une information ertaine, notée φ.
Soit π la distribution de possibilités initiales. Vu que la théorie des possibilités o�re deux
diretions (qualitative et quantitative), le onditionnement possibiliste admet alors deux

dé�nitions selon le ontexte ordinal ou numérique (pour plus de détails, voir [27, 28, 29℄).

� Dans le ontexte ordinal ou qualitatif, nous assignons au meilleur modèle de φ le

degré maximal de possibilités omme suit :

Π(ω | φ) =







1 si π(ω) = Π(φ) et ω |= φ
π(ω) si π(ω) < Π(φ) et ω |= φ
0 sinon

(1.16)

Cette dé�nition orrespond au onditionnement basé sur le minimum.
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� Dans le ontexte numérique, tous les éléments de φ sont augmentés proportion-

nellement :

Π(ω | φ) =

{

π(ω)
Π(φ) si ω |= φ

0 sinon

(1.17)

Cette dé�nition orrespond au onditionnement basé sur le produit.

Les deux dé�nitions du onditionnement satisfont l'équation suivante qui rappelle l'équa-

tion de Bayes :

∀ω, π(ω) = π(ω | φ)⊗Π(φ)

où ⊗ représente le minimum (équation 1.16) ou le produit (équation 1.17).

Exemple 1.9 Considérons deux variables binaires, relatives à la dégradation de la

ouhe d'ozone (DO) et la pollution industrielle (PI) telles que : DDo=Oui(o),Non(¬o)
et DPi=Faible(f), Élevée(¬f). La table 1.1 donne les distributions de possibilités ini-

tiales. Supposons qu'une nouvelle information ertaine arrive relative au fait que la

pollution soit élevée. La royane est représentée par φ. Π(φ) = max(0.2, 0.5) = 0.5.

Table 1.1 � Distributions initiales

Do Pi Π(Do∧ Pi)

o f 0.6

o ¬f 0.2

¬o f 1

¬o ¬f 0.5

En utilisant l'équation du onditionnement basé sur le minimum, nous obtenons les dis-

tributions données par la table 1.2. En utilisant l'équation du onditionnement basé sur

Table 1.2 � Conditionnement basé sur le minimum

Do Pi Π(Do∧ Pi| φ)
o f 0

o ¬f 0.2

¬o f 0

¬o ¬f 1

le produit, nous obtenons les distributions données par la table 1.3.

Table 1.3 � Conditionnement basé sur le produit

Do Pi Π(Do∧ Pi| φ)
o f 0

o ¬f 0.4

¬o f 0

¬o ¬f 1

1.5.4 Mesures de probabilités et Mesures de possibilités

La théorie des possibilités est utilisée pour le raisonnement sous inertitude basé sur

le onept d'ordre (qualitatif) aussi bien que sur le onept numérique (quantitatif),

ontrairement à la théorie des probabilités qui est essentiellement numérique.
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Dans le ontexte subjetif [3℄, la théorie des possibilités quantitative onurrene la

théorie des probabilités. Le terme subjetif signi�e que les probabilités et les théories

numériques proposées pour représenter l'inertitude sont onsidérées omme des outils

permettant de quanti�er les royanes d'un agent sans tenir ompte de la nature aléa-

toire ou fréquentiste des événements.

La table 1.4 présente une omparaison entre les deux théories par rapport à leurs

onepts respetifs.

Table 1.4 � Comparaison entre la théorie des probabilités et la théorie des possibilités

Probabilités Possibilités

Probabilité P Mesures Π et N

Distribution p Distribution π

Normalisation :

∑

ω∈Ω P (ω) = 1 Normalisation : maxω∈Ωπ(ω) = 1

Marginalisation : P (A) =
∑

ω p(ω) Marginalisation Π(A) = supωπ(ω)

P (A ∪B) = P (A) + P (B)siA ∩B = ∅ Π(A ∪B) = max(Π(A),Π(B))

P (A ∩B) = P (A) ∗ P (B) si A et B sont indépendants N(A ∩B) = min(N(A), N(B))

max(Π(A),Π(Ā)) = 1
P (A) + P (Ā) = 1 Π(A) + Π(Ā) ≥ 1

N(A) +N(Ā) ≤ 1

∀ω ∈ Ω, p(ω) = 1
|Ω| Ignorane : ∀ω ∈ Ω, π(ω) = 1

1.5.5 Mesures de possibilités et les fontions de royane

Dans le as où tous les éléments foaux sont emboîtés, 'est à dire si :

A1 ⊆ A2... ⊆ An

alors, les mesures de royane et de plausibilité deviennent équivalentes aux mesures de

néessité et de possibilité par les relations suivantes :

∀A ⊂ Ω,∀B ⊂ Ω, Bel(A ∩B) = min(Bel(A), Bel(B)) (1.18)

∀A ⊂ Ω,∀B ⊂ Ω, P l(A ∪B) = max(Pl(A), P l(B)) (1.19)

Une famille d'ensembles est dite emboîtée lorsque ses éléments sont ordonnés de telle

sorte que haun soit ontenu dans le suivant. En pratique, dans une approhe système

expert, ette ondition signi�e que les informations fournies par les experts sont natu-

rellement ordonnées au sens de leur préision ar elles orrespondent à des ensembles

emboîtés de valeurs : A1 ⊆ A2 ⊆...⊆ Ak [16℄. Les di�érentes relations qui existent entre

es di�érentes mesures de l'inertitude sont illustrées par la �gure 1.3.

1.5.6 Conlusion

La théorie des possibilités permet une représentation naturelle de la notion d'in-

ertitude. L'inertitude assoiée à un événement est évaluée par deux mesures duales

(le degré de néessité et le degré de possibilités). De plus, elle o�re deux ontextes de

travail, l'un quantitatif ou numérique et l'autre qualitatif ou ordinal. Ainsi, le hoix du

mode dépendra, par exemple, de la nature des onnaissanes inertaines à modéliser.
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Figure 1.3 � Relations entre les modèles de l'inertitude illustrées par un exemple

1.6 Théorie des ensembles �ous

La notion d'ensemble �ou provient du onstat établi par Zadeh que "très souvent,

les lasses d'objets renontrés dans le monde physique ne possèdent pas de ritères

d'appartenane bien dé�nis". La dé�nition des ensembles �ous répond au besoin de

représenter des onnaissanes impréises, �oues et vagues qu'o�re les langues naturelles

du type "la plupart des suédois mesure plus de 1.75 m", "Mohammed est de grande

taille". Dans ette proposition, le quali�atif grand est un prédiat impréis vu qu'il n'y

a pas de transitions marquées entre l'appartenane à un ensemble "grandes tailles" et

la non appartenane. De tels ensembles sont dits �ous.

Les prinipales notions de base de ette théorie [7℄ sont illustrées dans les prohaines

sous-setions.

1.6.1 Fontions d'appartenane

A�n de représenter des onepts �ous, Zadeh [7℄ a dé�ni la fontion aratéristique

µ omme suit :

Dé�nition 1.7 Un ensemble �ou A sur un référentiel Ω est aratérisé par une fontion

d'appartenane µA qui assoie à haque élément x de Ω un nombre réel dans l'intervalle
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[0,1℄, 'est à dire :

µA : Ω→ [0, 1]

La valeur µA(ω) représente le degré d'appartenane de ω à A. Ainsi, plus la valeur

µA(ω) est prohe de 1, plus grand est le degré d'appartenane de ω à A. En partiulier :

� µA(ω)=0 représente la non-appartenane absolue,

� µA(ω)=1 représente l'appartenane totale,

� 0 < µA(ω) < 1 représente l'appartenane nuanée ou partielle.

Un ensemble �ou est dit normalisé s'il existe au moins un élément de son référentiel

qui a son degré d'appartenane égale à 1. Il est à noter que la théorie des possibilités

fait appel à des ensembles �ous normalisés.

Nous illustrons ette notion d'ensemble �ou par l'exemple suivant :

Exemple 1.10 Soit A l'ensemble �ou des tailles sur le référentiel des tailles illustré

par la �gure 1.4. Elle indique :

� qu'une personne telle que sa taille est inférieur à 1,6 m est de petite taille,

� qu'une personne est d'autant plus grande que la taille se rapprohe de 1.90 m,

� qu'une personne est onsidérée très grande si sa taille dépasse les 1.90 m.

Figure 1.4 � Exemple d'ensemble �ou "grandes tailles"

Remarque 1.4 La fontion d'appartenane n'a pas un aratère universel, mais dépend

du ontexte. Si nous prenons l'exemple de l'ensemble �ou "grand", il di�ère lorsque nous

parlons de personnes, d'animaux ou autres.

1.6.2 Les aratéristiques d'un ensemble �ou

Les aratéristiques d'un ensemble �ou A sont les suivantes[5℄.

1. La première aratéristique est le support de A, noté Supp(A) qui représente l'en-

semble des éléments ω qui ont un degré d'appartenane positif. Plus formellement,

le support de A est dé�ni par :

Supp(A) = {ω ∈ Ω : µA(ω) > 0}

2. La deuxième aratéristique de A est sa hauteur notée h(A) qui représente le

plus fort degré ave lequel un élément de X appartient à A. Plus formellement, la

hauteur de A est dé�nie par :

h(A) = {supω∈ΩµA(ω)}

Ainsi, un ensemble �ou est dit normalisé si sa hauteur est égale à 1.
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3. Le noyau de A, noté Noy(A) est l'ensemble des éléments de Ω pour lesquels la

fontion d'appartenane de A vaut 1. Il est dé�ni par :

{ω ∈ Ω : µA(ω) = 1}

4. Lorsque Ω est �ni, l'ensemble �ou A de Ω est aratérisé par sa ardinalité, qui

indique le degré global ave lequel les éléments de Ω appartiennent à A. Elle est

dé�nie par :

|A| = {
∑

omega∈Ω

µA(ω)}

1.6.3 Les oupes de niveau

La représentation d'ensemble �ou par une fontion d'appartenane peut être vue

omme "une représentation vertiale" des ensembles �ous. Une autre vue possible, est

elle qui onsiste à onsidérer un ensemble �ou omme une famille de sous-ensembles

lassiques emboîtés, à l'aide de la notion de oupe de niveau [30℄. Pour α ∈ ] 0,1℄, une
oupe de niveau α d'un ensemble �ou A est dé�nie par :

Aα = {ω ∈ Ω : µA(ω) ≥ α}

Nous pouvons aussi dé�nir une α-oupe strite par :

A−
α = {ω ∈ Ω : µA(ω) > α}

1.6.4 Les opérations ensemblistes

Zadeh a dé�ni [7℄ des opérations ensemblistes sur les ensembles �ous qui sont en fait

une extension des opérations sur les ensembles lassiques :

1.6.4.1 Égalité et inlusion des ensembles �ous

� Deux ensembles �ous A et B sont égaux si leurs fontions d'appartenane prennent

les mêmes valeurs pour tout élément.

∀ω ∈ Ω, µA(ω) = µB(ω) (1.20)

� Un ensemble �ou A est dit inlus dans un ensemble �ou B si leurs fontions

d'appartenane sont telles que :

∀ω ∈ Ω, µA(ω) ≤ µB(ω) (1.21)

1.6.4.2 Intersetion et Union des ensembles �ous

� L'intersetion de deux ensembles �ous A et B est l'ensemble �ou C noté A ∩ B,

tel que

∀ω ∈ ΩµC(ω) = min(µA(ω), µB(ω)) (1.22)

� L'union de deux sous ensembles �ous A et B est l'ensemble �ou D noté A ∪ B,

tel que :

µD(ω) = max(µA(ω), µB(ω)) (1.23)
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Table 1.5 � Exemples de T-normes

T-normes Nom

T1(a,b)=min(a,b) Minimum

T2(a,b)=a*b Produit

T3(a,b)=max(a+b-1,0) T-norme de Lukasiewiz

Table 1.6 � Exemples de Co-normes

Co-normes Nom

S1(a,b)=max(a,b) Maximum

S2(a,b)=a+b-a*b Somme probabiliste

S3(a,b)=min(1,a+b) Somme bornée

D'une manière générale, l'intersetion et l'union de deux ensembles �ous peuvent être

dé�nies omme suit :

µA∩B(ω) = T (µA(ω), µB(ω))

µA∪B(ω) = S(µA(ω), µB(ω))

où T et S désignent respetivement une T-norme et une Co-norme. Les T-normes et les

Co-normes les plus utilisées sont résumées dans les tables suivantes :

Les di�érentes T-normes et Co-normes véri�ent les relation suivantes :

T3 < T2 < T1

S1 < S2 < S3

En pratique, les opérateurs min et max sont les plus utilisés pour modéliser respetive-

ment l'intersetion et l'union ar ils véri�ent la propriété d'idempotene.

1.6.4.3 Complément d'un ensemble �ou

Le omplément Ā d'un ensemble �ou A est dé�ni omme l'ensemble �ou ayant

omme fontion d'appartenane :

µĀ(ω) = 1− µA(ω) (1.24)

Propriété 1.3 Comme dans la théorie des ensembles lassiques, les opérations itées

préédemment véri�ent les propriétés suivantes :

� Les opérations d'union ∪ et d'intersetion ∩ sont ommutatives et assoiatives.

� Les opérations d'intersetion et d'union véri�ent les lois de De Morgan et de

distributivité :

Les lois de De Morgan

( ¯A ∪B) = Ā ∩ B̄

( ¯A ∩B) = Ā ∪ B̄

Les lois de distributivité

C ∩ (A ∪B) = (C ∩A) ∪ (C ∩B)

C ∪ (A ∩B) = (C ∪A) ∩ (C ∪B)

� L'inlusion est re�exive et transitive
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1.6.5 Mesures de possibilité et de néessité

La théorie des possibilités est fondée sur la théorie des ensembles �ous [8℄. Elle se

base sur la notion de distributions des possibilités et sur les mesures duales de possibilité

et de néessité.

Du point de vue mathématique, les mesures de possibilités et de néessité se réfèrent

aux ensembles �ous [7, 8℄.

Distribution de possibilités Une distribution de possibilité, notée πω sur un ré-

férentiel U peut être vue omme une fontion aratéristique généralisée d'ensembles

�ous représentant les valeurs onnues omme des valeurs plus ou moins possibles pour

la variable onsidérée [8℄.

Dé�nition 1.8 [8℄ Soit A un sous ensemble �ou de l'univers du disours Ω aratérisé

par sa fontion d'appartenane µA. Soit X une variable prenant ses valeurs sur Ω. La
proposition "X est A" assoie à X la distribution de possibilités πx dé�nie omme étant

numériquement égale à la fontion d'appartenane de A :

∀u ∈ Ω, πx(u) = µA(u)

Cette égalité numérique n'implique pas l'égalité des deux onepts. En e�et, πx(u) évalue
la possibilité que x=u étant donné l'état des onnaissanes inomplet "x=a" alors que

µA(u) évalue le degré de ompatibilité de l'information x=u ave la délaration "x est

A" [30℄.

Exemple 1.11 Nous savons de façon ertaine que Jean a aux alentours de 30 à 33 ans

et qu'en tout état de ause il n'a pas moins de 27 ans ni plus de 38 ans. Cette information

impréise peut être représentée par une distribution de possibilités µage(Jean) omme le

montre la �gure 1.5.

Figure 1.5 � Distribution de possibilités µage(Jean)
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Exemple 1.12 [3℄ µTall(h) quanti�e l'appartenane d'une personne de taille h à l'en-

semble Tall, πTall(h) quanti�e la possibilité que la taille d'une personne est h ave l'hypo-
thèse qu'elle appartient à l'ensemble Tall. Le prinipe possibiliste est traduit par l'égalité

suivante :

πTall(h) = µTall(h)

ave h ∈ H et H : ensemble des tailles [0,+∞]
Elle stipule que la possibilité qu'un homme grand a la taille h est numériquement égale

au degré d'appartenane d'un homme d'une taille h à l'ensemble des hommes grands.

∀h ∈ H,µ(Tall | h) = x→ π(h | Tall) = x, (1.25)

Mesure de possibilité Zadeh a proposé de dé�nir la possibilité d'un événement �ou

de la manière suivante [8℄ :

Dé�nition 1.9 Soit A un ensemble �ou de Ω. Soit πx une fontion de distribution de

possibilité assoiée à la variable X qui prend ses valeurs sur Ω. La mesure de possibilité,

Π(A) est dé�nie par :

Π(A) = supu∈Ωmin(µA(u), πX(u))

où µA est la fontion d'appartenane de A.

Si A est non �ou, nous retrouvons la dé�nition de la possibilité d'un ensemble non

�ou. La mesure de possibilité peut être vue omme le degré (la hauteur) d'intersetion

de l'ensemble �ou A et l'ensemble �ou Fx dé�ni par la fontion de distribution de

possibilités πx (voir �gure 1.6).

Π(A) = 0⇔ supp(A) ∩ supp(Fx) = ∅

Figure 1.6 � Mesure de possibilité

1.6.6 Raisonnement approhé

En logique lassique, le modus ponens onstitue le méanisme de base de l'inférene

dédutive. Il stipule :

Soit R la règle "Si X est A alors Y est B" et F le fait " X est A". La onlusion "Y est

B" est alors inférée.

En présene de onnaissanes impréises, ette règle n'est pas su�sante vu que les

prémisses peuvent être juste partiellement véri�ées. Pour pallier à e problème, Zadeh

a dé�ni le modus ponens généralisé [8℄. C'est une règle d'inférene ompositionnelle

permettant de déduire une onlusion impréise à partir de prémisses impréises et de
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faits impréis.

Le modus ponens est représenté par le syllogisme suivant :

Règle : Si X est A alors Y est B

Fait : X est A'

Conlusion : Y est B'

Nous allons dérire dans e qui suit le modus ponens généralisé qui fait appel aux notions

d'impliation ainsi qu'au méanisme de ombinaison/projetion.

1.6.6.1 L'impliation �oue

L'impliation �oue entre deux propositions �oues "x est A" et "y est B" est une

proposition �oue onernant le ouple de variable (x,y) dont la valeur de vérité est

donnée par la fontion d'appartenane µR d'une relation �oue entre x et y dé�nie par :

∀(u, v) ∈ U × V µR(u, v) = I(µA(u), µB(v)) (1.26)

où I est une fontion de [0,1℄ X [0,1℄ → [0,1℄ qui désigne une impliation �oue et

véri�e les propriétés suivantes :

� I1 : I(0,0)=I(0,1)=I(1,1)=1 ; I(1,0)=0,
� I2 : si x≤y alors I(x,y) ≥ I(z,y) ∀ y ∈ [0,1℄,

� I3 : si y≤t alors I(x,y) ≤ I(x,t) ∀ x ∈ [0,1℄,

� I4 : I(0,x)=1 ∀ x ∈ [0,1℄,

� I5 : I(x,1)=1 ∀ x ∈ [0,1℄.

Di�érents types d'impliations �oues ont été proposées.

La table 1.7 regroupe les impliations �oues les plus utilisées.

Table 1.7 � Prinipales impliations �oues

Impliation �oue Nom

I(a,b)=mAX(1-a,b) Kleene-Dienes

I(a,b)=1-a+a*b Reihenbah

I(a,b)=min(1,1-a+b) Lukasiewiz

I(a,b)=1 Si a ≤b Gödel

I(a,b)=b sinon

I(a,b)= 1 si a ≤ b Goguen

I(a,b)=b /a sinon

1.6.6.2 Le modus ponens généralisé

Considérons une règle �oue de la forme "Si X est A alors Y est B" et un fait "X est

A'" ave A et A' deux ensembles �ous de U et B un ensemble �ou de V. Le proessus

de raisonnement approhé onsiste à déterminer une onlusion de la forme "Y est B"

à partir de es deux informations, 'est à dire de quelle façon la di�érene entre A et A'

doit être réperutée sur B pour obtenir B' [30℄. La méthode proposée par Zadeh onsiste

à dé�nir la relation R orrespondant à la règle, à la ombiner ave A' puis de projeter

le résultat sur V. Le alul de B' s'e�etue par le proessus de ombinaison/projetion.

La première opération onsiste à ombiner les di�érentes distributions de possibilités πi
dé�nies sur Ui assoiées aux di�érentes variables omme suit :

π = mini=1,rπi
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La projetion de π sur le domaine Ui de xi est dé�nie de la manière suivante :

∀uk ∈ Uk, πi(ui) = supuk,k¬iπx1,...,xn(U1, ...Un)

Ainsi, en appliquant le proessus de ombinaison/projetion, nous obtenons :

∀v ∈ V, µB′(v) = supu∈Umin(µA′(u), µR(u, v)))

où R est une impliation �oue I (µR(u, v) = I(µA(u), µB(v))).

1.7 Conlusion

Les di�érents modèles mathématiques de l'inertitude présentés dans e hapitre à

savoir la théorie des probabilités, la théorie des royanes et la théorie des possibilités,

sont les modèles de l'inertain les plus ouramment utilisés en intelligene arti�ielle.

Ils ont divers mérites dans le domaine de la représentation des onnaissanes iner-

taines. En utilisant la théorie des probabilités, l'ignorane totale sur un événement A

(P(A)=0)) entraîne que ¬A doit être onsidéré omme ertain (P(¬A)=1) alors que

dans les deux autres modèles, le fait que A ne soit pas vrai n'entraîne pas la royane

totale en l'événement ¬A.
Sous un autre angle, es di�érentes faettes de l'inertitude sont liées. La �gure 1.7

illustre la hiérarhie qui existe entre elles. Nous relevons plusieurs points :

1. La théorie des fontions de royanes de Dempster-Shafer est un adre général du

raisonnement dans l'inertain qui permet de généraliser, entre autres, les deux as

partiuliers que sont la théorie des possibilités et la théorie des probabilités [31℄

(voir �gure 1.8).

2. Les degrés de on�ane qui sont à la fois des mesures de possibilités, des mesures de

rédibilité , de plausibilité et de probabilités sont des mesures de Dira : ∃ω, ω ∈ Ω
telle que d(ω) = 1.

3. Toutes es mesures sont elles mêmes des as partiuliers des mesures �oues.

En intelligene arti�ielle, la logique a été onsidérée, depuis longtemps, à la base de

la représentation et du raisonnement sur les onnaissanes d'une manière générale. Le

hapitre suivant est destiné à exposer deux types de logiques quantitatives, qui nous

intéressent partiulièrement, modélisant les onnaissanes inertaines, à savoir la logique

possibiliste quantitative et la logique des pénalités.
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Figure 1.7 � Tableau réapitulatif sur les mesures de l'inertain

Figure 1.8 � Relation entre les modèles de l'inertain
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Chapitre 2

Modèles Logiques de l'inertain

2.1 Introdution

Le développement des reherhes dans le domaine de la logique, vu sa rihesse d'ex-

pression permettant de spéi�er des problèmes omplexes, a toujours eu une inidene

sur le domaine de l'intelligene arti�ielle en général et sur la représentation et le rai-

sonnement dans un adre inertain en partiulier.

Dans le ontexte de l'inertain, plusieurs logiques ont été développées. Parmi lesquelles

nous trouvons :

� les logiques numériques qualitatives ou ordinales telles que la logique possibiliste

standard,

� les logiques numériques quantitatives telles que la logique possibiliste quantitative

et la logique des pénalités,

� les logiques non numériques omme les logiques non monotones, la logique des

défauts, la logique de la ironsription,...et.

Ce hapitre est onsaré à donner un bref aperçu sur es di�érentes logiques. La

setion 2 présente la logique possibiliste standard, tout en mentionnant les relations qui

la lie à d'autres logiques. La setion 3 est dédiée à la logique possibiliste quantitative.

La setion 4 expose les onepts de base de la logique des pénalités, tout en invoquant

les relations qu'elle entretient ave d'autres approhes.

2.2 La logique possibiliste qualitative

Comme nous l'avons vu dans le hapitre préédent, la théorie des possibilités o�re

deux ontextes de travail, l'un ordinal et l'autre numérique. Ainsi, si un expert veut

représenter ses onnaissanes en utilisant la logique, il dispose en fait de deux types de

logique possibiliste : la logique possibiliste standard et la logique possibiliste quantita-

tive.

La logique possibiliste standard est une logique de l'inertain onçue pour raisonner

ave des onnaissanes inomplètes et partiellement inonsistantes [32℄. Elle est basée

sur l'idée d'ordre (omplet) et non pas sur le alul omme le as des probabilités.

Au niveau syntaxique, des formules logiques propositionnelles sont manipulées, aux-

quelles sont attahées des valuations numériques orrespondant au seuil minimal des

degrés de néessité.

Au niveau mathématique, les degrés de possibilité et de néessité se réfèrent aux en-

sembles �ous [7, 8℄ et la logique possibiliste est alors adaptée pour le raisonnement

35



36 Modèles Logiques de l'inertain

automatique où les onnaissanes disponibles sont entahées de �ou.

2.2.1 Base possibiliste standard

En logique possibiliste standard, les informations inertaines sont représentées par

une base propositionnelle ave priorité, appelée base de royanes possibilistes [33℄. Plus

formellement, une base possibiliste Σ est onstituée d'un ensemble de ouples (φi,αi)
où φi est une formule propositionnelle et αi ∈ [0,1℄ est le poids assoié à haque formule

orrespondant au seuil minimal du degré de néessité. D'une manière formelle,

Σ = {(φi, αi) : i = 1, n} ave N(φi) ≥ αi.

2.2.2 Distribution de possibilités assoiée à une base possibiliste stan-

dard

La base possibiliste est une représentation ompate des distributions de possibilités.

Chaque élément d'information (φi, αi) d'une base de onnaissanes peut être vu omme

une ontrainte qui restreint le degré de possibilité assoié aux interprétations [34℄.

Si une interprétation ω satisfait φi alors son degré de possibilités est égal à 1 (ω est

omplètement ompatible ave la royane φi), sinon, le degré est égal à 1−αi (plus φi
est ertaine, moins ω est possible). En partiulier, si αi = 1, alors toute interprétation
qui falsi�e φi, est telle que son degré de possibilité est égal à 0, don est impossible.

D'une manière formelle, la distribution de possibilités assoiée à une formule pondérée

(φi, αi) est dé�nie par [34℄ : ∀ω ∈ Ω :

π(φi,αi)(ω) =

{

1− αi si ω 6|= φi
1 sinon

(2.1)

Plus généralement, la distribution de possibilités assoiée à une base de onnais-

sanes possibiliste standard Σ est le résultat de la ombinaison, par l'opérateur min,

des distributions de possibilités assoiées à haque formule pondérée (φi, αi) de Σ, à
savoir : ∀ω ∈ Ω :

πΣ(ω) =

{

1 si ∀(φi, αi) ∈ Σ, ω |= φi
min{1− αi : (φi, αi) ∈ Σ, ω 6|= φi} sinon

(2.2)

Exemple 2.1 Soit la base de onnaissanes possibiliste standard suivante :

Σ = {(¬a ∨ b, .1), (a ∨ b ∨ c, .3), (¬b ∨ d, .5), (¬d, .9)}. La distribution de possibilités est

donnée dans la table 2.1.

2.3 La logique possibiliste quantitative

La logique possibiliste quantitative est une logique numérique. Ainsi, un degré d'in-

ertitude, orrespondant au seuil minimal du degré de néessité est assoié à haque for-

mule φi de la base de onnaissanes. Contrairement à la logique possibiliste standard, les

quanti�ations numériques attahées aux formules n'induisent pas une relation d'ordre.

En e�et, la pondération αi assoiée à haque formule φi permet juste de quanti�er son

degré d'inertitude.

Soit Σ = {(φi, αi) : i = 1, ..., n} ave N(φi) ≥ αi. La distribution de possibilités

assoiée à une base de onnaissanes possibiliste quantitative Σ est dé�nie par : ∀ω ∈ Ω :

πΣ(ω) =

{

1 si ∀(φi, αi) ∈ Σ, ω |= φi
∗{1− αi : (φi, αi) ∈ Σ, ω 6|= φi} sinon

(2.3)
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Table 2.1 � Distribution de possibilités assoiée à la base de onnaissanes de l'exemple

2.1

.

ω πΣ(ω)

a ∧ b ∧  ∧ d .1

a ∧ b ∧  ∧ ¬d .5

a ∧ b ∧ ¬ ∧ d .1

a ∧ b ∧ ¬ ∧ ¬d .5

a ∧ ¬b ∧  ∧ d .1

a ∧ ¬b ∧  ∧ ¬d .5

a ∧ ¬b ∧ ¬  ∧ d .1

a ∧ ¬b ∧ ¬  ∧ ¬d .9

¬a ∧ b ∧  ∧ d .1

¬a ∧ b ∧  ∧ ¬d .5

¬a ∧ b ∧ ¬ ∧ d .1

¬a ∧ b ∧ ¬ ∧ ¬d .5

¬a ∧ ¬b ∧  ∧ d .1

¬a ∧ ¬b ∧  ∧ ¬d 1

¬a ∧ ¬b ∧ ¬ ∧ d .1

¬a ∧ ¬b ∧ ¬ ∧ ¬d .7

Exemple 2.2 Soit Σ la base de onnaissanes possibiliste quantitative suivante : Σ =
{(a ∨ b, .8), (¬a ∨ c, .2), (c ∨ ¬d, .5)}
La distribution de possibilités assoiée à Σest donnée par la table 2.2.

Table 2.2 � Distribution de possibilités assoiée à la base de onnaissanes de l'exemple

2.2

ω πΣ(ω)

a ∧ b ∧ ¬  ∧ d .4

a ∧ b ∧ ¬  ∧ ¬ d .8

a ∧ ¬ b ∧ ¬  ∧ d .4

a ∧ ¬ b ∧ ¬  ∧ ¬ d .8

¬ a ∧ b ∧ ¬  ∧ d .5

¬ a ∧ ¬ b ∧  ∧ d .2

¬ a ∧ ¬ b ∧  ∧ ¬ d .2

¬ a ∧ ¬ b ∧ ¬  ∧ d .1

¬ a ∧ ¬ b ∧ ¬  ∧ ¬ d .2

Autres interprétations 1

Du oté du mode d'inférene, ontrairement à la logique possibiliste standard, il n'y

a pas eu de développement d'algorithmes de raisonnement. Pour e faire, il faudrait

tenir ompte de la nature des onnaissanes exprimées dans le ontexte de la logique

possibiliste quantitative. Nous allons nous y intéresser dans le hapitre 8.

2.4 La logique des pénalités

La logique des pénalités a été proposée par Pinkas [35℄ et développée par Dupin de

Saint-Cyr [36, 37, 31℄. Dans ette approhe, à haque formule de la base de onnaissanes

est assoiée une pénalité, qui orrespond au prix à payer pour pouvoir rejeter ette
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formule. Plus la pénalité est élevée, plus la formule est importante.

D'une manière plus formelle, une base de onnaissanes à pénalités est dé�nie par :

Dé�nition 2.1 Soit R∗+
l'ensemble des réels stritement positifs plus {+∞}. Une base

de onnaissane à pénalités notée PK est un multi-ensembles �ni de ouples (φi,αi) ave

φi ∈ L et αi ∈ R
∗+
, αi étant la pénalité assoiée à φi.

Dans une optique de raisonnement, αi représente le degré de ertitude assoié à φi. Si
αi=+∞ alors φi est omplètement ertaine. Si une formule apparaît plusieurs fois dans

une base, la pénalité résultante est la somme de l'ensemble des pénalités assoiées à la

formule.

Exemple 2.3 PK = {(a, 1), (a, 1)} n'est pas équivalente à PK ′ = {(a, 1)} vu que dans

la base PK le oût pour supprimer a est égale à 2 alors que dans la base PK ′
le oût

est égal à 1.

Remarque 2.1 : Si dans une base à pénalités, toutes les pénalités sont in�nies, ela

implique qu'auune formule ne peut être violée, e qui réduit la logique des pénalités à

la logique lassique.

2.4.1 Coût d'une interprétation

Soit PK = {(φi, αi) : i = 1, ..., n} une base de onnaissanes à pénalités.

Dé�nition 2.2 [35℄

Le oût d'une interprétation ω ∈ Ω onformément à PK noté kPK est égal à la somme

des pénalités des formules de PK violées par ω :

κPK(ω) =

{

0 Si∀(φi, αi) ∈ PK , ω |= φi
∑

{αi : (φi, αi) ∈ PK,ω |= ¬φi} Sinon

(2.4)

Exemple 2.4 Soit PK = {(¬a, 6), (¬b∨ c, 8), (a∨ c, 3), (¬c,+∞)} Les di�érents oûts
d'interprétation sont donnés par la table 2.3.

Table 2.3 � Coûts d'interprétation de l'exemple 2.4

ω kPK

a b c +∞
a b ¬c 6+8=14

a ¬b c +∞
a ¬b ¬c 6

¬a b c +∞
¬a b ¬c 3+8=11

¬a ¬b c +∞
¬a ¬b ¬c 3

Une base à pénalités induit une distribution de pénalités unique kPK(ω). kPK(ω) est
d'autant plus faible qu'il est plausible que ω soit le monde réel.



Les logiques onnexes 39

2.4.2 Coût d'une formule

Le oût d'une formule φ ohérente, noté KPK(φ) est le oût minimal relativement

à PK qui satisfait φ :

KPK(φ) = min{(kPK(ω) : ω |= φ)} (2.5)

Le oût kPK satisfait les propriétés suivantes :

Propriété 2.1 KPK(⊥) = +∞
Cette propriété est naturelle, vu qu'il n'est pas possible de rendre KPK ohérent ave ⊥.

Propriété 2.2 KPK(⊤)=min{kPK(ω) : ω ∈ Ω}
KPK(⊤) représente le oût minimal pour rendre KPK ohérente.

Propriété 2.3 KPK(⊤) = +∞ ⇔ ∀(φi, αi) ∈ PK,αi = +∞ et {(φi, αi) ∈ PK} est
inohérente.

Propriété 2.4 KPK(⊤) =0 ⇔ PK est ohérente.

Propriété 2.5 ∀ φ,ψ ∈ L, (φ |= ψ) → KPK(φ) ≥ KPK(ψ)

Propriété 2.6 ∀ φ,ψ ∈ L,

1. KPK(φ ∧ ψ) ≥ max(KPK(φ),KPK(ψ))

2. KPK(φ ∨ ψ) = min(KPK(φ),KPK(ψ))

3. KPK(⊥) ≥ KPK(φ) ≥ KPK(⊤)

Remarque 2.2 Dans [38℄, Freund a mis en exergue la relation qui existe entre la lo-

gique des pénalités et la logique des défauts. Il a proposé une approhe additive pour

générer une relation d'inférene non-monotone à partir d'un ensemble de règles de dé-

fauts. Cette approhe assoie d'abord une valuation entière à haque règle. Ces valuations

sont en fait des pénalités puisqu'elles induisent une valuation sur haque interprétation

ω en sommant les poids des règles violées par ω. Ainsi, il y a génération automatique

des pénalités à partir d'un ensemble de défauts φi → ψi.

2.5 Les logiques onnexes

Nous allons brièvement aborder dans ette setion :

� les relations qui existent entre la logique possibiliste standard et ertaines logiques

numériques telles que la logique probabiliste et ertaines logiques non numériques

telles que la logique modale et la logique des défauts,

� les relations qu'entretient la logique des pénalités ave la logique possibiliste, les

fontions de royane et les fontions onditionnelles ordinales.

2.5.1 La logique possibiliste et la logique probabiliste

La logique probabiliste peut être utilisée pour modéliser le raisonnement automa-

tique. En e�et, le méanisme d'inférene peut être étendu à la logique probabiliste. Ainsi

par exemple le prinipe de résolution s'exprimerait par [28℄ :

P (q ∨ r) ≥ max(0, P (p ∨ q) + P (¬p ∨ r)− 1)
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Il est à noter que la borne inférieure est plus petite si nous la omparons à elle utilisant

les degrés de néessité. De plus, l'utilisation de l'axiome d'additivité dans la logique pro-

babiliste entraîne un taux d'erreur roissant des données de départ vers les onlusions,

tandis que dans le ontexte possibiliste, e taux est onstant. Le ritère de normalisation

dans la logique probabiliste (

∑

i=1...n P(ωi)=1 où ωi sont des événements élémentaires)

est plus di�ile à satisfaire que la règle de normalisation pour les mesures de possibilités

(maxi=1..n Π(ωi)=1).
Néanmoins, il s'est avéré que les mesures de possibilités peuvent être interprétées omme

une famille spéiale des probabilités inférieures et supérieures [27℄ et les fontions ordi-

nales onditionnelles [39℄ ont permis d'interpréter les mesures de possibilités en termes

de probabilités in�nitésimales [40℄.

La logique possibiliste et la logique probabiliste ne sont pas dédiées aux mêmes buts

[34℄. La logique probabiliste apparaît mieux adaptée pour traiter les onnaissanes in-

omplètes de type statistique. Elle a été également onstruite omme une théorie de

l'indution [41℄ ou une logique pour les royanes subjetives [42℄. La logique proba-

biliste est plus omplexe que la logique possibiliste, spéialement si les probabilités

onditionnelles doivent être prises en ompte dans le langage. Cei implique que le rai-

sonnement possibiliste est plus simple. La logique possibiliste quant à elle a pour but

de permettre de raisonner ave la partie la plus ertaine de la base de onnaissanes.

2.5.2 La logique possibiliste et la logique modale

Il est également intéressant de disuter des liens qui existent entre la logique des

possibilités et la logique modale qui proure une modélisation des modalités telles que

la possibilité et la néessité [28℄.

La logique modale a été introduite a�n de prendre en ompte des a�aiblissements ou

des renforements d'a�rmations présents dans les langues naturelles. Les prinipales

di�érenes entre es deux approhes sont :

� Dans la logique modale, possibilité et néessité sont des onepts "tout ou rien".

Ils peuvent être introduits omme des symboles spéiaux du langage. ✷p orres-

pondrait à "p est néessaire" et ✸p orrespondrait à "p est possible". Dans la

théorie des possibilités, les notions de possibilité et de néessité sont des notions

graduelles.

� La logique modale propose di�érents types d'axiomatisation, tandis que les axiomes

de la théorie des possibilités sont bien dé�nis et sont uniques. Dans ette optique,

il est judiieux de dé�nir la ontrepartie qualitative des axiomes de la théorie des

possibilités dans le style de la logique modale. Une façon de faire onsiste à utiliser

les règles de tradutions suivantes :

� ⊢ ✷ P est traduit en N(p)=1

� ⊢ ✸ P est traduit en Π(p)=1
� l'identité lassique ¬✸p = ✷¬p est traduite en 1-Π(p)=N(¬ p)

� De plus, une tradution numérique de l'impliation de Lewis ✷(p → q) serait

N(p→q)=1 qui implique que p→ q est vrai dans la logique possibiliste.

Pour plus de détails sur les relations entre la logique possibiliste et la logique modale

voir [43℄.

2.5.3 Raisonnement par défaut utilisant les logiques de l'inertain

La logique probabiliste et la logique possibiliste ont été suggérées omme des ap-

prohes possibles pour le raisonnement par défaut [44, 45℄. L'idée est d'interpréter le
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poids aordé à une règle "Si-Alors" omme une mesure qui évaluerait à quel point ette

règle n'a pas d'exeption. Cette interprétation engendre plusieurs problèmes [28℄ :

� Les règles par défaut n'ont pas toujours une interprétation statistique. En parti-

ulier, la typialité semble être de nature di�érente. Une règle par défaut est alors

modélisée par la onnaissane de la quantité Π(q | p) dé�nie par la relation :

Π(p ∧ q) = min(Π(p),Π(q | p))

Néanmoins, ette notion de onditionnement est très liée à l'impliation logique,

vu que Π(q | p) = 1−N(p→ ¬q).
� Ce n'est pas lair que dans la logique des défauts, nous puissions attaher des

degrés d'inertitude à une impliation logique p → q.

L'utilisation du onditionnement au lieu de l'impliation peut apparaître une approhe

plus naturelle pour modéliser les relations imparfaites de type "est un".

2.5.4 La logique des pénalités et la logique possibiliste

Le oût d'une formule est une mesure de possibilité non normalisée ave un han-

gement d'intervalle de [0,+∞℄ en [0,1℄. En e�et [31℄, la logique des pénalités peut être

onsidérée omme une logique multi-soures où haque formule < φi, αi > d'une base de

onnaissanes à pénalité provient d'une soure indépendante et exprime une ontrainte

sur une fontion oût ki dé�nie par :

ki(ω) =

{

αi si ω |= ¬φi
0 sinon

(2.6)

En ombinant toutes es fontions oûts ki par l'addition, nous obtenons le oût d'une
interprétation dé�ni par :

k(ω) =
n
∑

i=1

ki(ω)

De manière similaire, la logique possibiliste peut être aussi onsidérée omme une lo-

gique multi-soures : haque formule <φi, βi> d'une base de onnaissanes possibiliste

provient d'une soure indépendante et exprime une ontrainte sur une distribution de

possibilités πi dé�nie par :

πi(ω) =

{

1− βi si ω |= ¬φi
1 sinon

(2.7)

En ombinant toutes es distributions de possibilités πi par le minimum, nous obtenons

la distribution de possibilités la moins spéi�que qui satisfait les ontraintes :

π∗(ω) = mini=1...nπi(ω)

Si nous utilisons une autre norme triangulaire omme le produit, nous obtenons :

π∗(ω) =
∏

i=1...n

πi(ω)

Le logarithme de ette distribution de possibilités orrespond à l'opposé de la fontion

oût induite par la base de onnaissanes à pénalités où les pondérations αi sont telles

que αi=-log(1-βi).

log(π∗(ω)) =
∑

ω|=¬φi

log(1 − βi) = −k(ω) (2.8)
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2.5.5 La logique des pénalités et les fontions de royane

Dans [46℄, Dupin de Saint-Cyr a montré la relation entre la théorie des fontions de

royanes et la logique des pénalités sous forme de deux points :

� Le oût d'interprétation kPK : Ω → [0,+∞] induit par une base à pénalités

PK omposée de n formules pondérées orrespond à la fontion de ontour Pl :

Ω → [0, 1] induite par la règle de ombinaison de Dempster sur n fontions sup-

ports (une pour haque formule φi).
Soit PK = {(φi, αi), i = 1, ..., n} une base de onnaissanes à pénalités. La fon-

tion de masse mi est dé�nie omme suit :

mi(φi) = 1− e−αi

mi(⊤) = e−αi

ave e−∞
=0 vu que αi ∈ [0, 1].

Soit m=m1 ⊗...⊗ mn le résultat de la ombinaison des mi ave la règle de Demps-

ter [21℄ sans re-normalisation.

La fontion de ontour pl : Ω→ [0, 1] assoiée à m est la restrition de la fontion

de plausibilité Pl sur des singletons, 'est à dire que :

Pl(ω) = Pl({ω}) =
∑

ω|=φ

m(φ)

Après développement, nous obtenons :

Pl(ω) = e−KPK(ω)

ou enore :

KPK(ω) = −Log(Pl(ω))

Cette équation ne peut être étendue aux formules ; Il n'y a pas d'équivalene entre

la fontion de plausibilité et la fontion oût KPK .

� La fontion KPK : L → [0,1℄ orrespond à une mesure de plausibilité dans le

as d'une version in�nitésimale de la théorie de Dempster-Shafer où les masses

impliquées sont toutes in�niment prohes de 0 ou de 1.

2.5.6 La logique des pénalités et les fontions onditionnelles ordi-

nales

Les fontions onditionnelles ordinales [39℄ assoient à haque interprétation ω un

nombre entier k(ω) qui représente le "degré d'anormalité" de ω. Cette fontion k s'étend
aux formules de la même façon que dans la logique des pénalités [46℄, par :

k(φ) = minω|=φk(ω)

L'interprétation de k(φ) a trait aux probabilités in�nitésimales :

� Si k(φ)=α alors la probabilité de φ est de l'ordre de ǫα, où ǫ est in�niment petit.

� Si α =0 alors Pr(φ) ≈ k où k> 0.

Spohn a dé�ni également le degré d'anormalité de ω sahant φ par :

k(ω | φ) = k(ω)− k(φ)
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puis :

k(ψ | φ) = minω|=φk(ω | φ)

Si φ et ψ ne sont pas inompatibles alors k(φ ∧ ψ)=k(φ)+k(ψ | φ).
Le aratère additif de la fontion k n'a pas trait à une somme de oûts issue de la

violation de formules (omme le as de la logique des pénalités) mais à l'appliation du

théorème de Bayes sur des probabilités in�nitésimales.

Remarque 2.3 Pour les fontions onditionnelles ordinales, il n'existe pas de bases de

onnaissanes sous-jaentes à la onstrution de la fontion k [38℄.

2.6 Conlusion

Les di�érentes logiques présentées dans e hapitre permettent de traiter les infor-

mations inertaines. Plusieurs auteurs se sont intéressés à faire le parallèle entre elles.

La logique de probabilités, la logique des possibilités et les OCF admettent l'existene

d'interprétations totalement possibles exprimées par la valeur 1 dans la théorie des

possibilités et par 0 dans les OCF. Cette notion n'existe pas lorsque nous utilisons les

relations de plausibilité (les fontions de royane). Les théories des probabilités et de

possibilités admettent l'existene de mondes totalement impossibles exprimée par 0.

Dans les autres formalismes, toutes les interprétations sont quelque peu possibles.

Dans e hapitre, nous nous sommes intéressés, entre autres, à deux types de logique : la

logique possibiliste quantitative et la logique des pénalités. Ces modes de représentation

des onnaissanes inertaines ainsi que leurs modes d'inférene feront l'objet de notre

étude dans les hapitres ultérieurs.

Nous nous intéressons dans le hapitre suivant aux modes de représentation graphiques

et plus préisément

� aux réseaux ausaux probabilistes,

� et aux réseaux ausaux possibilistes qualitatifs

Les réseaux ausaux possibilistes quantitatifs, faisant l'objet de notre étude, seront

abordés plus en détails dans la partie onsarée à notre approhe.
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Chapitre 3

Modèles Graphiques de l'inertain :

Représentation et Raisonnement

3.1 Introdution

Les approhes logiques de l'inertain permettent d'utiliser un langage formel pour

la desription des onnaissanes et le raisonnement automatique. Elles onstituent une

référene aux autres formalismes surtout pour le raisonnement. Néanmoins, les onnais-

sanes ne sont pas struturées.

Plusieurs reherhes ont justement permis l'émergene d'un ertain nombre de modèles

graphiques o�rant un adre de représentation plus struturé. En e�et, a�n de aptu-

rer les di�érents aspets inhérents au raisonnement inertain, il est primordial de tenir

ompte des in�uenes pouvant exister entre ertains événements et la réperussion de

la prise en harge d'une nouvelle onnaissane sur le réseau.

Parmi les modèles graphiques les plus répandus, nous distinguons : les réseaux au-

saux probabilistes [10, 11, 12℄, les arbres de déision [47℄, les diagrammes d'in�uene

[48, 49, 50℄ et les Valuation Based Systems (VBS) [51, 52, 53, 54, 55℄. L'ensemble de es

modèles graphiques reposent sur la théorie des probabilités.

Pour les mêmes raisons qu'en logique et dans le même ordre d'idée, des herheurs ont

été amenés à adapter les méanismes de propagation probabilistes en proposant des

versions possibilistes. Ainsi, dans [56℄, les auteurs proposent un algorithme de propa-

gation possibiliste pour les hypergraphes. Dans [57℄, Fonk a adapté l'algorithme de

Pearl [10℄ dans le ontexte possibiliste. Dans [58, 59, 60℄ les auteurs ont développé une

boite à outils pour la propagation possibiliste pour les réseaux possibilistes indirets et

plus réemment dans [61℄ l'auteur a adapté les algorithmes de propagation des réseaux

ausaux probabilistes aux réseaux ausaux possibilistes basés sur le produit et sur le

minimum.

Les VBS ont également été adaptés en théorie des possibilités. En e�et, Shenoy [52℄

a proposé une version possibiliste de l'algorithme de propagation dans les VBS utilisant

uniquement l'opérateur produit. Cano, Delgado et Moral [62℄ ont présenté un système

de propagation pour des graphes simplement onnetés utilisant des valuations. Une

généralisation de et algorithme au graphe ave boules a été développé par Fonk [57℄.

Dans une représentation graphique, nous distinguons deux omposantes :

� Une omposante graphique matérialisée par des graphes pouvant être de di�é-

rentes strutures. Elle expliite l'ensemble des variables dont il est question ainsi

que les liens qui existent entre elles, mettant ainsi en exergue les di�érentes in-

45
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Figure 3.1 � Réseau ausal orrespondant à l'exemple 3.1

�uenes entre les variables.

� Une omposante numérique qui quanti�e les di�érents liens qui existent entre les

variables.

Les modèles possibilistes, basés sur la théorie des possibilités, o�rent deux ontextes de

travail, permettant soit une modélisation qualitative soit une modélisation quantitative

selon l'hypothèse de la problématique à traiter. Cei permet en fait de dé�nir deux types

de réseaux ausaux possibilistes : les réseaux ausaux possibilistes basés sur le minimum

(qualitatif) et les réseaux ausaux possibilistes basés sur le produit (quantitatif).

Nous allons aborder dans e hapitre les di�érentes notions inhérentes aux prinipaux

modèles graphiques de l'inertain en ommençant par les modèles numériques issus de

la théorie des probabilités, puis les modèles issus de la théorie des possibilités.

3.2 Réseaux ausaux Bayésiens

Les réseaux ausaux bayésiens sont des modèles graphiques dirigés ou orientés. Ils

sont issus d'un mariage entre la théorie des probabilités et la théorie des graphes ap-

portant ainsi des outils naturels pour traiter le problème ruial de l'inertitude dans le

domaine de l'intelligene arti�ielle. La théorie des probabilités est à la base de es mo-

dèles graphiques assurant leurs onsistenes. La théorie des graphes fournit une interfae

intuitive permettant ainsi à un humain de struturer un problème par un ensemble de

omposantes interagissant entre elles.

Cette synthèse a pour but de donner un aperçu sur les prinipaux onepts des réseaux

bayésiens et de présenter les prinipaux algorithmes exats de la propagation.

3.2.1 Les onepts de base

Soit l'exemple suivant [63℄ extrait du frame problem [64℄ :

Exemple 3.1 En début de journée, la voiture ne démarrait pas. Le starter étant en

fontion, les auses de la panne peuvent être diverses : Vu que le starter fontionne,

ela induit que la batterie est hargée. La ause la plus probable est que l'essene a dû

être dérobé durant la nuit ou enore que les bougies ne sont pas nettoyées. Cela peut être

également dû au arburateur non nettoyé, ou enore à quelque hose de plus sérieux.

A�n de loaliser la panne, la jauge d'essene est d'abord véri�ée. Celle-i indiquait la

moitié du réservoir. Ainsi, la déision prise est de nettoyer les bougies.

A�n d'implémenter e type de raisonnement sur mahine, il est néessaire de pouvoir

répondre à des questions de type : qu'est e qui m'a permis d'a�rmer que les auses :

"Vol d'essene" et "bougies mal nettoyées" sont les plus probables ? Une autre question

qui est posée est : qu'est e qui m'a poussé à véri�er la jauge d'essene ?
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Il est alors néessaire de disposer d'outils a�n de représenter le problème ainsi que des

méthodes d'inférene.

Une façon de faire, onsiste à onstruire un graphe représentant les relations ausales

entre les événements. Ainsi, ette situation peut être dérite par un graphe omposé

par des n÷uds et des liens. Les événements sont représentés par les n÷uds. Lorsque un

n÷ud A a un impat ausal sur le n÷ud B, alors les deux n÷uds seront reliés par un

lien.

La �gure 3.1 illustre les relations ausales de l'exemple 3.1.

3.2.1.1 Quelques dé�nitions

Avant d'entamer les onepts de bases des réseaux ausaux bayésiens, nous allons

présenter, dans ette setion, les préliminaires sur les graphes, néessaires à la desription

des algorithmes d'inférene.

1. Généralités

Dé�nition 3.1 (Graphe ou réseau) Soit V un ensemble �ni de variables. Soit

E une partie de V×V. Un graphe noté G=(V,E) est dé�ni par deux ensembles V

et E où V est un ensemble �ni de n÷uds V={A,B, ...} et E est un ensemble de

liens onnetant des paires de n÷uds dans V (voir �gure 3.2b). Si les liens dans E

sont orientés alors, ils sont dits des ars et le graphe G assoié est appelé graphe

orienté.

Les �gures (3.2a),(3.2b),(3.2),(3.2d),(3.2e) représentent des graphes.

Dé�nition 3.2 (Chaîne, Chemin) Soit G=(V,E) un graphe. Une séquene de

n÷uds [v0, v1, ..., vn℄ est une haîne dans G si et seulement si :

∀i, 1 ≤ i ≤ n, (vi−1, vi) ∈ E, (vi, vi+1) ∈ E

Soit G=(V,E) un graphe orienté. Une séquene de n÷uds [v0, v0, ..., vn℄ est un
hemin dans G si et seulement si :

∀i, 1 ≤ i ≤ n, (vi−1, vi) ∈ E

Dé�nition 3.3 (Cyle, Boule) Soit G=(V,E) un graphe. Un yle est un he-

min simple [v0, v1, ..., v0℄.
Une boule est un yle indiret.

Dé�nition 3.4 (Graphe Aylique Orienté) Soit G=(V,E) un graphe orienté.

G est dit aylique si G ne ontient auun yle orienté.

Dé�nition 3.5 (Parent, Enfant) Soit G=(V,E) un graphe orienté. Si(u,v) ∈
A, alors u est un parent de v, et v est un enfant de u.

Dé�nition 3.6 (Asendant, Desendant) Soit G=(V,E) un graphe orienté et

u,v deux n÷uds. S'il existe un hemin orienté de u à v alors u est un asendant

de v, et v est un desendant de u.

Dé�nition 3.7 (Raine, Feuille) Une raine d'un graphe est un n÷ud sans pa-

rent. Une feuille d'un graphe est un n÷ud sans enfant.

Notations 3.1 � Parents : UA est l'ensemble des parents du n÷ud A.

� Enfants : YA est l'ensemble des enfants du n÷ud A.

� Desendants : XA est l'ensemble des desendants du n÷ud A.
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Figure 3.2 � Di�érents types de graphes

� non-Desendants : ZA est l'ensemble des non-desendants du n÷ud A, tel

que ZA = V −XA.

2. Les types de graphes

Selon la nature des liens qui existent entre les n÷uds, plusieurs types de graphes

ont été dé�nis :

� DAG : (Direted Ayli Graph) est un graphe orienté aylique (sans yle).

Les �gures (3.2), (3.2d) et (3.2e) sont des DAG. La �gure (3.2a) ne représente

pas un DAG.

� DAG simplement onneté : 'est un DAG ne ontenant pas de boules. Un

DAG est dit un arbre simple si haque n÷ud a au plus un parent (voir �gure

(3.2)). Autrement, il s'agit d'un polyarbre (voir �gure (3.2d)).

� DAG ave boule : est un DAG qui ontient au moins une boule. La �gure

(3.2e) ontient la boule ACED.

Remarque 3.1 les graphes orientés et non orientés sont très utilisés pour représenter

des onnaissanes. Les modèles à base de graphes non dirigés appelés les modèles de

Markov permettent de représenter des relations temporelles ou spatiales [65, 66, 67℄.

Les graphes dirigés ayliques sont utilisés a�n de représenter des relations temporelles

ou ausales omme dans [68, 69, 70℄.

3.2.1.2 Les réseaux ausaux et le ritère de D-Séparation

Les réseaux ausaux bayésiens sont issus des travaux de [10℄. Ils sont fondés sur

des Graphes Ayliques Dirigés (DAG) où les n÷uds représentent des variables et les

ars résument les liens ausaux qui existent entre elles. Les variables représentent des

événements (propositions), pouvant avoir un nombre quelonque de valeurs.

Le raisonnement sous inertitude requiert la prise en harge de la retombée de la

royane d'un événement sur les royanes des autres événements du système. Un réseau

ausal, justement, permet d'étudier l'in�uene du hangement sur le degré de ertitude
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Figure 3.3 � Les types de liaisons dans un DAG

Figure 3.4 � Exemple de liaisons en série

d'une variable sur l'ensemble des variable du réseau. Cette in�uene est en fontion de

la topologie du DAG.

Les topologies des DAG : Il existe trois types de liaisons ou de onnexions dans

un DAG :

Connexions en série : Considérons la situation de la �gure (3.3a). La variable

A a une in�uene sur B, qui à son tour, in�ue sur C. D'une manière similaire, l'évidene

sur C in�ue sur la ertitude de A à travers B. D'autres part, si l'état de B est onnu,

alors le anal devient bloqué. A et C deviennent alors indépendants. A et C sont alors

dits d-séparées étant donné B. Ainsi, l'évidene est transmise à travers la onnexion en

série jusqu'à e que l'état de la variable en onnexion soit onnu.

Connexions divergentes : La situation de la �gure (3.3b) est une onnexion

divergente. L'in�uene passe entre l'ensemble des �ls de A, jusqu'à e que A soit onnue.

Ainsi, B,C,...,E sont d-séparées étant donné A. L'évidene peut être transmise à travers

des onnexions divergentes jusqu'à e qu'elle soit instaniée.

Connexions onvergentes : La �gure (3.3) illustre une onnexion onvergente.

Si nous ne onnaissons rien sur A exepté les onnaissanes inférées de ses parents B,...,E

alors es derniers sont séparés. Si A hange alors la ommuniation entre ses parents

est alors ouverte.
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Figure 3.5 � Exemple de liaisons divergentes

Figure 3.6 � Exemple de liaisons onvergentes
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Indépendane onditionnelle dans les DAGs : le ritère de D-séparation La

struture d'un DAG enode les relations d'indépendane et ei sans tenir ompte des

valuations numériques. Pearl, Verma et Geiger [10, 71, 72, 73℄ ont examiné le problème

de dé�nir ave exatitude les types d'indépendane impliquées par une struture de

DAG dans un réseau ausal. Cette notion d'indépendane est à la base du ritère de d-

séparation. Le ritère de d-séparation est une propriété purement graphique permettant

de préiser dans quelles ondition une information peut être traitée loalement sans

perturber l'ensemble du graphe.

Ainsi, tout alul d'inertitude dans une struture ausale obéit au prinipe stipulant

que si A et B sont d-séparées, alors une nouvelle information relative à l'une d'entre

elles n'in�ue pas sur la ertitude de l'autre. Cette aratéristique est très utile lors de

la propagation d'une évidene e à travers un DAG.

La règle générale du ritère de d-séparation est la suivante :

Dé�nition 3.8 (N÷uds d-séparés par un ensemble de n÷uds) Soit G=(V,E) un

DAG. Soient Z ⊆ V et A et B deux n÷uds ∈ V-Z. A et B sont dits d-séparés par Z si

haque hemin entre A et B est bloqué par Z. Plus préisément, si :

� La onnexion est en série ou elle est divergente et l'état de Z est onnu,

� la onnexion est onvergente et ni Z ni auun de ses desendants ne sont onnus.

Cette aratéristique est notée par :

< A | Z | B >G

Cette dé�nition peut être étendue aux ensembles :

Dé�nition 3.9 (ensembles) Soit G=(V,E) un DAG. Soient X,Y,Z des sous-ensembles

disjoints de V. X et Y sont d-séparés par Z si haque n÷ud Xi ∈ X et Yi ∈ Y , Xi, Yi
sont d-séparés par Z.

Dé�nition 3.10 (Chemin d-séparé par un ensemble de n÷uds) Un hemin p est

dit d-séparé par un ensemble Z de n÷uds si et seulement si :

1. p ontient une séquene en série i → m→ j ou une divergene i ← m→ j, telle
que m ∈ Z, ou bien

2. p ontient une onvergene i→ m← j telle que m /∈ Z et telle qu'auun desendant

de m n'appartienne à Z.

Exemple 3.2 Dans le DAG représenté par la �gure 3.7, les relations de d-séparation

suivantes sont détetées :

� X={X2} et Y={X3} sont d-séparés par Z={X1} ar les deux hemins onnetant

X2 à X3 sont bloqués par Z

� Le hemin X2 ← X1 → X3 est bloqué ar il s'agit d'une divergene dans laquelle

le n÷ud milieu X1 appartient à Z.

� Le hemin X2 → X4 ← X3 est bloqué ar il s'agit d'une onvergene dans laquelle

le n÷ud X4 ainsi que tous ses desendants n'appartiennent pas à Z.

Par ontre Z'={X1,X5} ne d-sépare pas X2 et X3 ar le hemin X2 → X4 ← X3 n'est

pas bloqué par Z' vu que X5, qui est un desendant du n÷ud milieu X4, appartient à Z'.

Ainsi, le fait de onnaître l'e�et X5 rend ses auses X2 et X3 dépendantes.

Remarque 3.2 Le onept de d-séparation est utilisé a�n de failiter la mise à jour

des probabilités dans un réseau ausal après l'arrivée d'une nouvelle onnaissane. Cette

opération est aussi onnue sous les noms d'inférene ou de propagation. Néanmoins,

omme nous le verrons dans les setions suivantes, même en tenant ompte de e ritère,

le alul d'inférene probabiliste est en général NP-Complet.
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Figure 3.7 � Réseau bayésien représentant les dépendanes entre inq variables

Figure 3.8 � Topologies où les n÷uds A et C sont onditionnellement indépendants

étant donné B

3.2.1.3 L'indépendane onditionnelle dans les DAGs

Le onept d'indépendane onditionnelle re�ète la notion de bloage d'in�uene

entre variables.

Dé�nition 3.11 X et Y sont indépendants onditionnellement de Z, noté X ⊥ Y | Z,
si :

P (X | Z, Y ) = P (X | Z)

Remarque 3.3 La notion d'indépendane onditionnelle apparaît dans les as de onnexions

en série et de onnexions divergentes (voir �gure 3.8).

Le lien entre le ritère de d-séparation et d'indépendane onditionnelle est établi grâe

au théorème de Verma et Pearl [74, 75℄ :

Théorème 3.1 Soit G=(V,E) un DAG. Soient X ⊂ V, Y ⊂ V et Z ⊂ V, trois sous

ensembles de n÷uds. Si X et Y sont d-séparés dans G par Z, alors X et Y sont indé-

pendants onditionnellement à Z, .a.d, X ⊥ Y | Z.

3.2.1.4 Modélisation d'un réseau Bayésien

Un réseau Bayésien permet de représenter un ensemble de variables aléatoires pour

lesquelles nous onnaissons un ertain nombre de relations de dépendanes et où une

distribution de probabilités dé�nie sur l'ensemble des variables est disponible. Formel-

lement :
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Figure 3.9 � Exemple d'un réseau Bayésien

Dé�nition 3.12 Soit G=(V,E) un DAG. Soit P la distribution de probabilités jointe

sur l'ensemble des éléments de V. (G,P) est dit un réseau Bayésien si haque variable

A ∈ V est onditionnellement indépendante de ses non-desendants ZA étant donné ses

parents (UA).

Il est à noter qu'en pratique, la distribution de probabilités jointe sur l'ensemble des

variables n'est quasiment jamais spéi�ée. Ainsi, e sont en général des distributions de

probabilités loales qui sont utilisées.

Spéi�ation d'un réseau Bayésien : La onstrution d'un modèle Bayésien se fait

en deux phases :

1. Spéi�ation de la omposante qualitative : Cette phase onsiste à dé�nir

les relations d'in�uene pouvant exister entre les variables prises deux à deux. Ces

in�uenes seront représentées graphiquement par des ars.

2. Spéi�ation de la omposante quantitative : Cette phase onsiste à quan-

ti�er numériquement les di�érents liens qui existent dans le DAG par des proba-

bilités onditionnelles de haque variable A dans le ontexte de ses parents (UA)

omme suit :

� Si (UA) = ∅ (A est un n÷ud raine) alors, il s'agit de spéi�er les probabilités

a priori relatives aux di�érentes instanes de la variable A, tout en respetant

la ondition de normalisation qui stipule que :

∑

a

P (a) = 1

� Si (UA) 6= ∅ alors il faudrait spéi�er les probabilités onditionnelles des di�é-
rentes instanes a de A dans le ontexte des di�érentes instanes de ses parents

uA telles que :

∑

a

P (a | uA) = 1

Ces spéi�ations numériques sont souvent données par des experts du domaine

modélisé.

Exemple 3.3 Soit le DAG illustré dans la �gure (3.9). Les distributions a priori sont

données par la table (3.1) et les distributions onditionnelles sont données par les tables

(3.2) et (3.3).
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Table 3.1 � Les probabilités a priori P(B) et P(C)

B P(B) C P(C)

b .7 c .5
¬b .3 ¬c .5

Table 3.2 � Les probabilités onditionnelles P(A | B ∧ C)
A B C P (A | B ∧ C) A B C P (A | B ∧ C)

a b c .8 ¬a b c .2
a b ¬c .6 ¬a b ¬c .4
a ¬b c .9 ¬a ¬b c .1
a ¬b ¬c .3 ¬a ¬b ¬c .7

La règle de haînage : La règle de haînage permet une représentation ompate

de la distribution de probabilité assoiée à l'ensemble des variables. En e�et, si nous

onsidérons l'ensemble V, la représentation en mémoire de P(V) serait très fastidieuse.

Par exemple si l'ensemble V est omposé de 30 variables prenant haune trois valeurs,

alors il faudrait mémoriser plus de 1014 valeurs.

A�n de palier à et inonvénient, la règle de haînage permet, justement, de aluler

P(V) à partir des probabilités onditionnelles spéi�ées dans le réseau :

Dé�nition 3.13 (Règle de haînage) La distribution de probabilités globale jointe à

travers un ensemble de variables V={A1, ..., AN} est exprimée par le produit des proba-

bilités onditionnelles via la règle de haînage suivante :

P (A1, ..., AN ) =
∏

i=1..N

P (Ai | UAi
) (3.1)

où UAi
représentent les parents de Ai.

Exemple 3.4 Soit le réseau ausal de la �gure 3.9 auquel est assoié la table des pro-

babilités a priori (table 3.1) et les tables des probabilités onditionnelles (tables 3.2 et

3.3).

La distribution des probabilités jointe est dé�nie par :

∀ai, bi, ci, di, P (ai ∧ bi ∧ ci ∧ di) = P (ai | bi ∧ ci) ∗ P (di ∧ ai) ∗ P (bi) ∗ P (ci)

où ai, bi, ci, di représentent respetivement les instanes des variables A,B,C,D.

Par exemple P (¬a∧b∧¬c∧d) = P (¬a | b∧¬c)∗P (d | ¬a)∗P (b)∗P (¬c)=.4*.1*.7*.5=.014.

3.2.2 Algorithmes de propagation dans les réseaux ausaux bayésiens

3.2.2.1 Introdution

Pour les réseaux ausaux probabilistes, l'inférene onsiste à propager une évidene

(une nouvelle information) à travers un réseau et de voir son impat. La propagation

entraîne en fait, une mise à jour des distributions de probabilités assoiées aux variables

après l'arrivée de l'évidene.

Il existe prinipalement deux types d'algorithmes d'inférene :

1. Algorithmes exats : Ces algorithmes alulent les distributions de probabili-

tés assoiées aux n÷uds exatement. L'algorithme exat le plus fondamental est

elui proposé par Kim et Pearl [76℄ et Pearl [10, 77℄. L'impat de haque évidene
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Table 3.3 � Les probabilités onditionnelles P(D | A)
D A P (D | A)

d a .6
d ¬a .1
¬d a .4
¬d ¬a .9

est perçu omme une perturbation se propageant en parallèle à travers le réseau,

via un méanisme de passage des messages entre les variables voisines. Dans le

as d'un graphe ausal simplement onneté, l'algorithme onverge rapidement.

Néanmoins, pour le as d'un réseau ave boules, l'algorithme ne donnera pas les

résultats esomptés vu la présene de boules. Pour ela d'autres algorithmes, tel

que elui de l'arbre de jontion [11℄, ont été développés néessitant la transforma-

tion du graphe initial en un arbre de jontion formé d'un ensemble de groupes de

variables.

2. Algorithmes approximatifs : Ce type d'algorithme est utilisé dans le as où il

n'existe pas d'algorithmes exats ou enore lorsque eux-i présentent une om-

plexité alulatoire intense. En e�et, les algorithmes exats sont NP-Complet [78℄

exepté pour les polyarbres.

L'idée de base de es méthodes est de générer un éhantillon à partir de la dis-

tribution de probabilités jointe des variables, puis d'utiliser l'éhantillon généré

pour aluler les valeurs de probabilités d'événement après prise en ompte de

l'évidene [79℄.

Les méthodes de propagation approximatives peuvent être lassées en deux types :

les méthodes de simulation stohastiques et les méthodes de reherhe détermi-

nistes. Les méthodes du premier type génèrent l'éhantillon à partir de la distribu-

tion de probabilités jointe en utilisant des méanismes aléatoires. Pour le deuxième

type de méthodes, l'éhantillon est généré d'une manière systématique [79℄. Parmi

les algorithmes approximatifs, nous distinguons loopy belief propagation [80℄.

Dans e qui suit, nous présentons les algorithmes exats les plus utilisés selon la

struture du DAG (polyarbre, réseau ausal ave boules).

3.2.2.2 La propagation dans les Polyarbres

Nous allons présenter dans ette setion une version entralisée de l'algorithme de

Pearl [76, 10℄ pour la propagation probabiliste dans un polyarbre proposé dans [81℄. Cet

algorithme a la partiularité d'être de omplexité polyn�miale.

Le prinipe de propagation : Dans un polyarbre, deux n÷uds sont reliés par un

hemin unique. Cei induit que haque n÷ud Xi divise le polyarbre en deux parties :

l'une inluant les n÷uds aessibles à partir des parents du n÷ud Xi et l'autre inlut

les n÷uds aessibles à partir des enfants. A�n de failiter le alul, l'évidene E est

déomposée en deux sous ensembles disjoints E−
A et E+

A (voir la �gure (3.10)) orres-

pondants aux deux sous graphes séparés par le n÷ud A dans le polyarbre. Ces deux

ensembles sont dé�nis par :

� E−
A = {EA, E

−
AY1

, ..., E−
AYm
} où EA orrespond au n÷ud A et E−

AYj
orrespond à

l'instaniation des variables en-dessous de l'ar de A à Yj .
� E+

A = {E+
U1A

, ..., E+
UnA
} où E+

UiA
orrespond à l'instaniation des variables au-

dessus de l'ar de Ui à A.
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Figure 3.10 � Cautionnement de l'évidene E en sous-ensembles assoiés aux parents

et aux enfants d'un n÷ud typique A

Figure 3.11 � Exemple d'un polyarbre

e+A et e−A représentent respetivement l'évidene attahée au n÷ud dans E+
A et E−

A

eA dénote l'évidene attahée au n÷ud A.

Exemple 3.5 Considérons le DAG représenté par la �gure (3.11). Supposons que les

variables binaires suivantes sont instaniées : A=¬ a,B=b,D=¬d,G=1,K=¬ k.

Alors, E = {A,B,D,G,K}, E+
A = {E−

BA, E
−
CA, E

−
EA} = {B,D}, E

−
A = {EA, E

−
AG, E

−
AH} =

{A,G,K}, e = {¬a, b,¬d, g,¬k}, e+A = {e−BA, e
−
CA, e

−
EA} = {b,¬d}, e

−
A = {eA, e

−
AG, e

−
AH} =

{¬a, g,¬k}

La propagation de l'évidene est e�etuée d'une manière e�ae en ombinant les

informations provenant de di�érents sous-graphes en utilisant la tehnique de passage

de message (aluls loaux) d'un sous graphe vers un autre. Plus préisément, les om-

muniations entre les variables se font en utilisant deux types de messages :

� λ message pour transmettre l'information des enfants vers les parents,

� µ message

1

pour transmettre l'information des parents vers les enfants.

1. Ce message est noté par µ au lieu de π (omme dans la littérature), a�n de ne pas onfondre
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D'une manière formelle [10℄, haque n÷ud A sera ainsi aratérisé par sa probabilité

onditionnelle en se basant sur une évidene totale e, notée Bel(A), qui sera fontion

des valeurs λ et µ relatives à e n÷ud.

La valeur λ(A) est alulée à partir des λ messages reçus à partir des enfants du n÷ud

A et la valeurs µ(A) est alulée à partir des µ messages reçus à partir des parents du

n÷ud A.

Ainsi, ∀a ∈ DA :

� La mesure de probabilité ourante de haque instane a basée sur l'évidene totale

e est dé�nie par :

Bel(a) = P (a | e) = α ∗ λ(a) ∗ µ(a) (3.2)

où α = 1∑
a Bel(a) est le fateur de normalisation

� La valeur λ assoiée à haque instane a ∈ DA est dé�nie par :

λ(a) = P (a | e−A) = λA(a) ∗
m
∏

j=1

λYj
(a) (3.3)

où λA(a) dénote l'évidene totale relative au n÷ud A telle que :

λA(a) =

{

0 si eA 6= a (A est instaniée à a ave eA 6= a)

1 sinon (A est instaniée à a ave eA = a ou A n'est pas instaniée)

(3.4)

� La valeur µ assoiée à haque instane a ∈ DA est dé�nie par :

µ(a) = P (a | e+A) =
∑

u

P (a | u) ∗
n
∏

i=1

µA(ui) (3.5)

� Le message λ de A vers ses parents Ui, (i ∈ {1, ..., n}) où Ui=ui est dé�ni par :

λA(ui) = P (e−UiA
| ui) = β ∗

∑

a

λ(a)[
∑

uk :k 6=i

P (a | u) ∗
∏

k 6=i

µA(uk)] (3.6)

où β est une onstante de normalisation.

Remarque 3.4 Dans le as où haque n÷ud dans le graphe a un parent unique

alors la valeur λ est simpli�ée omme suit :

λA(ui) = β ∗
∑

a

λ(a) ∗ P (a | u)

� Le message µ de A à ses enfants Yj , (j ∈ {1, ...,m}) où A=a est dé�ni par :

µYj
(a) = P (a | e+AYj

) = α ∗ λA(a) ∗
∏

i=1...m,i 6=j

λYi
(a) ∗ µ(a) (3.7)

Algorithme de propagation L'algorithme de propagation de base pour les poly-

arbres a été proposé par Pearl dans [10℄. Néanmoins, Peot et Shahter [81℄ ont proposé

une version révisée de l'algorithme sans modi�er sa omplexité. Cette version onverge

au bout de deux itérations.

Algorithme 3.1 : Propagation dans un polyarbre

Début

ave la distribution de possibilités.
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Choix de la raine de propagation Cette phase onsiste à hoisir un n÷ud arbi-

traire parmi l'ensemble le plus restreint des n÷ud onnetés ontenant les n÷uds

observés noté S.

Initialisation Dans ette étape, tous les λ et µ valeurs et messages sont initialisés

omme suit :

1. Pour haque n÷ud A raine, la valeur µ(a) est initialisée à P(a), ∀a ∈ DA.

2. Pour haque n÷ud A observé,

� Si A est instaniée à a, alors λ(a) est initialisée à 1,

� sinon λ(a) est initialisée au degré 0.

Collete de l'évidene Lors de ette phase, pour haque n÷ud dans S :

� ses valeurs λ et µ sont alulées en utilisant respetivement les équations (3.3)

et (3.5) permettant ainsi le passage de message à son n÷ud adjaent dans la

diretion du pivot.

Si e n÷ud est un parent alors

� le message est alulé en utilisant l'équation (3.6) Sinon

Le message est alulé en utilisant l'équation (3.7)

� la ollete de l'évidene débute ave le n÷ud le plus lointain du pivot dans S.

Distribution de l'évidene Lors de ette phase, haque n÷ud :

� alule ses valeurs λ et µ en utilisant respetivement les équations (3.3) et (3.5)

� Passe les messages aux n÷uds adjaents en ommençant du pivot lui même

jusqu'à atteindre les feuilles.

Le alul des messages à envoyer aux n÷uds adjaents dépend de son type :

Si le n÷ud traité est un parent alors

� le message est alulé en utilisant l'équation (3.6)

Sinon

Le message est alulé en utilisant l'équation (3.7)

Marginalisation Pour haque n÷ud A, Bel(A) =P (a | e) est alulé en utilisant

l'équation(3.2).

Fin

Exemple 3.6 Considérons le DAG donné par la �gure (3.11). Supposons que de nou-

velles informations ont été obtenues pour les n÷uds C,J et K. Ainsi, l'ensemble S =
{J,E,B, F,C,G,K}. Supposons que le n÷ud pivot est F. La �gure (3.12a) représente

le diagramme orrespondant. Les di�érents passages de messages sont résumés par la

�gure (3.12b).

3.2.2.3 La propagation dans les graphes à onnexions multiples

L'algorithme de propagation pour les polyarbres dérit par Pearl [10℄ n'est pas

adapté pour les graphes à onnexions multiples. Dans [12℄, les auteurs proposent un

algorithme d'inférene exate plus e�ae et générale (pouvant être appliqué aussi bien

pour les polyarbres que pour les graphes à onnexions multiples), dit algorithme de

l'arbre de jontion, qui onsiste à ompiler le graphe original en une struture d'arbre

seondaire appelée arbre de jontion, puis de réaliser la transmission de message sur et

arbre. Cet algorithme fût amélioré par la suite par Jensen [11℄. Ainsi, les experts forma-

lisent leurs onnaissanes en utilisant les réseaux ausaux et la propagation s'e�etue

sur une struture seondaire (arbre de jontion) aratérisée par :

� Un arbre de jontion (Juntion Tree) J T est formé d'un ensemble de n÷uds.

Chaque n÷ud est omposé par un ensemble de variables ou clusters notés Ci.
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Figure 3.12 � Exemple de propagation dans un DAG simplement onneté
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� Chaque ar est étiqueté par l'intersetion des deux lusters adjaents Ci et Cj

appelé séparateur et noté par Sij .
� A haque luster Ci (respetivement séparateur Sij) de J T est a�eté une dis-

tribution jointe loale relative aux variables du luster (respetivement au sépa-

rateur), appelée potentiel, noté par ψCi
(respetivement ψSij

).

� Une distribution de probabilités jointe globale unique est assoiée à un arbre de

jontion JT . Elle est dé�nie par :
Dé�nition 3.14 La distribution jointe assoiée à un arbre de jontion J T est :

PJT (A1, ..., AN ) =

∏m
i=1 ψCi

∏m−1
j=1 ψSij

(3.8)

où m représente le nombre de lusters dans l'arbre de jontion.

� Dé�nition 3.15 (Lien onsistant) Soient Ci et Cj deux lusters adjaents dans

un arbre de jontion J T et Sij le séparateur assoié. Le lien entre Ci et Cj est

dit onsistant ou stable si :

∑

Ci\Sij

ψCi
= ψSij

=
∑

Cj\Sij

ψCj
(3.9)

Si tous les liens dans l'arbre de jontion sont onsistants, alors l'arbre de jontion

est dit globalement onsistant.

Si un arbre de jontion est globalement onsistant, alors le potentiel assoié à

haque luster Ci doit satisfaire :

ψCi
= P (Ci) (3.10)

� La distribution de probabilité assoiée à haque variable A ontenue dans un

luster Ci est obtenue en marginalisant ψCi
sur A omme suit :

P (A) =
∑

Ci\A

ψCi
(3.11)

Prinipalement, l'algorithme d'inférene exat pour les graphes à onnexions mul-

tiples se omporte de la manière suivante :

� La phase de onstrution : Elle néessite un ensemble de sous-étapes a�n

de transformer le graphe initial en un arbre de jontion, dont les n÷uds sont des

lusters (regroupements des n÷uds du graphe initial). Cette transformation est

néessaire pour :

� Éliminer les boules du graphe initial,

� Optimiser l'algorithme d'inférene.

Elle s'e�etue en trois étapes :

1. Moralisation du DAG initial G,

2. Triangulation du graphe moral,

3. Création de l'arbre de jontion à partir du graphe moral triangulé.

� La phase de propagation : C'est la phase de alul de l'ensemble des distribu-

tions de probabilités du réseau après l'avènement de nouvelles informations. Cette

phase s'e�etue par le biais de passage de messages entre les n÷uds de l'arbre de

jontion.

La phase de onstrution omporte les étapes suivantes :
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Figure 3.13 � Un graphe aylique dirigé (DAG)

Figure 3.14 � Graphe moral assoié au DAG de la �gure 3.13

Les transformations graphiques : Cette étape onsiste don à onstruire l'arbre

de jontion assoié au réseau ausal original G.
Étape 1 : Moralisation : Elle onsiste à marier deux à deux les parents de haque

variable en les reliant par un ar non-dirigé. A partir d'un graphe G, le graphe moral

assoié noté GM est obtenu par la proédure suivante :

Algorithme 3.2 : Constrution du graphe moral [12, 82℄

Début

Assoier au DAG initial G un graphe non dirigé en éliminant les diretions de tous les

ars,

Construire le graphe moral GM à partir de G en reliant les parents de haque n÷ud en

rajoutant des ars non dirigés.

Fin

Exemple 3.7 La �gure 3.14 représente le graphe moral assoié au DAG de la �gure

3.13. Les ars en pointillés représentent les ars qui ont été ajoutés.
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Étape 2 : Triangulation du graphe moral :

En général, il existe plusieurs façons de trianguler un graphe moral. La tâhe de trou-

ver la triangulation la plus optimale est NP-omplet [83, 84, 78℄. Néanmoins, plusieurs

heuristiques ont été développées a�n de réduire le oût induit par l'inférene, parmi

lesquelles se trouve le ritère de séletion de n÷uds qui est une heuristique (induisant

une omplexité polyn�mial) produisant une triangulation de haute qualité [85℄.

La proédure de triangulation qui suit permet également d'identi�er l'ensemble des lus-

ters ou liques (noté luster-set) en utilisant l'algorithme de Golumbi [86℄ qui garantit

qu'auun luster n'est inlus dans un autre luster plus grand.

Algorithme 3.3 : Triangulation du graphe moral et identi�ation des lus-

ters [85℄

Debut

Cluster-set :=∅ ;

G′M :=GM ;

Tantque il existe des n÷uds dans G′M Faire

Si il existe un n÷ud A tel que tous ses n÷uds adjaents sont onnetés

Alors

Créer un luster C ontenant A ainsi que ses n÷uds adjaents ;

Supprimer A de G′M

Sinon

Séletionner un n÷ud A ayant le nombre de n÷uds adjaents le plus petit ;

Ajouter des ars a�n de onneter l'ensemble des n÷uds adjaents ;

Pour haque ar ajouté à G′M, ajouter l'ar orrespondant à GM ;

Créer un luster C ontenant A ainsi que ses n÷uds adjaents ;

Supprimer A de G′M

Si C 6⊂ luster-set Alors luster-set :=luster-set ∪{C} ;

Fin

Exemple 3.8 La �gure (3.15) représente le graphe triangulé obtenu à partir du graphe

moral de la �gure (3.14). L'ar en pointillé représente l'ar ajouté par la proédure de

triangulation.

L'ordre d'élimination des variables ainsi que la onstrution des liques sont illustrés

par la table (3.4).

Étape 3 : Constrution de l'arbre de jontion optimal : A�n de onstruire

l'arbre de jontion, il faudrait relier les di�érents lusters générés par la proédure

préédente. Cette tâhe est réalisée en insérant, itérativement, des séparateurs entre des

paires de liques, jusqu'à e que les liques soient onnetées par m-1 séparateurs, où m

représente le nombre de lusters [87℄.

La proédure orrespondante est donnée en deux parties : la première partie onsiste

à présenter la onstrution de l'arbre de jontion et la seonde étape est relative aux

hoix appropriés des séparateurs.



Réseaux ausaux Bayésiens 63

Table 3.4 � L'ordre d'élimination des variables

N÷uds Clusters Ars Cluster-set

éliminés induits ajoutés

A AC rien {AC}
G GH rien {AC,GF}
C CDF rien {AC,GF,CDF}
H EFH rien {AC,GF,CDF,EFH}
B BDE (D,E) {AC,GF,CDF,EFH,BDE}
D DEF rien {AC,GF,CDF,EFH,BDE,DEF}
E EF rien {AC,GF,CDF,EFH,BDE,DEF} (EF ⊆ DEF)

F F rien {AC,GF,CDF,EFH,BDE,DEF} (F ⊆ DEF)

Figure 3.15 � Triangulation du graphe moral de la �gure 3.14

1. Constrution de l'arbre de jontion optimal : La proedure suivante permet

de onstruire un arbre de jontion optimal à partir d'un ensemble de m lusters

(luster-set) et ei en les reliant par un ensemble de séparateurs (Separator-set) :

Algorithme 3.4 : Constrution d'un arbre de jontion optimal[88℄

Debut

Pour i :=1 à m Faire

Separator-set :=∅ ;

Ci :=Cluster-set[i℄ ;

Pour j :=1 à (m-1) Faire

Cj :=Cluster-set[j℄ ;

Créer un séparateur andidat Sij pour les deux lusters Ci et Cj ;

Insérer Sij dans Separator-set ;

Séletionner un séparateur Sij à partir de Separator-set, en aord ave

le ritère de seletion spéi�é i-après ;
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Insérer le séparateur Sij entre le luster Ci et le luster Cj

Fin

2. Choix des séparateurs appropriés : Dans le but de dérire omment s'e�etue

la séletion du séparateur, les notions suivantes sont dé�nies :

� Le poids assoié à un n÷ud A est la taille de son domaine représentée par le

nombre de ses valeurs.

� Le poids assoié à un luster est le produit des poids des variables qui le onsti-

tuent.

� La masse d'un séparateur Sij est le nombre de variables qu'il ontient ou 'est

le nombre de variables ontenues dans Ci ∩Cj .

� Le oût d'un séparateur Sij est le produit des poids de ses variables.
Ainsi, le hoix du séparateur dans l'algorithme préédent se fait omme suit :

� Le séparateur andidat doit avoir la masse la plus élevée.

� Dans le as où plusieurs séparateurs ont la même masse, le temps de l'inférene

peut être optimisé en hoisissant le séparateur induisant le moindre oût.

Exemple 3.9 Considérons l'ensemble de lusters suivant :

luster-set={AC,GF,CDF,EFH,BDE,DEF} obtenu à partir de la �gure (3.15) de

l'exemple préédent et supposons que les variables sont binaires. L'appliation du ritère

de séletion est résumée dans la table 3.5. Ainsi, l'ensemble des séparateurs assoiés aux

di�érentes liques est : separator-set={C,DF,DE,EF,F}. L'arbre de jontion assoié

est représenté par la �gure (3.16).

Table 3.5 � Choix des séparateurs appropriés

Clusters Séparateurs Masse Coût Séparateurs

andidats séletionnés

AC,CDF C 1 2 *

AC,BDE ∅ - -

AC,DEF ∅ - -

AC,EFH ∅ - -

AC,GF ∅ - -

CDF,BDE D 1 2

CDF,DEF DF 2 4 *

CDF,EFH F 1 2

CDF,GF F 1 2

BDE,DEF DE 2 4 *

BDE,EFH E 1 2

BDE,GF ∅ - -

DEF,EFH EF 2 4 *

DED,GF F 1 2

GF,EFG F 1 2 *

La phase de propagation : Après avoir onstruit l'arbre de jontion optimal

assoié au graphe ausal original, l'étape suivante onsiste à aluler la omposante

numérique assoiée à l'arbre de jontion. Le proessus général de propagation dans les

graphes à onnexions multiples sans variables d'observation est illustré par la �gure

(3.17). Il onsiste à aluler la distribution de probabilités P(A) assoiée à une variable

A dans le ontexte d'auune évidene [88℄.
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Figure 3.16 � Arbre de jontion assoié au DAG de la �gure 3.13

Figure 3.17 � Le diagramme de l'algorithme de propagation sans évidene
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Notations 3.2 Le potentiel assoié à un luster Ci lors de la phase d'initialisation

(respetivement lors de onsistane globale) est noté ψI
Ci

(respetivement ψC
Ci
.)

D'une manière détaillée, la propagation s'e�etue en trois phases :

1. Initialisation : Cette étape onsiste à quanti�er l'arbre de jontion ave les

potentiels de royane. Le résultat est un arbre de jontion inonsistant vu que

les assignations initiales des potentiels ne satisfont pas la propriété de onsistane

loale formalisée par l'équation (3.9).

2. Propagation globale : Elle onsiste en une série de passages de messages sur

l'arbre de jontion. Ces passages de messages réarrangent les potentiels de l'arbre

de jontion de telle sorte à aboutir à une struture onsistante. Ainsi, le résultat

de ette phase est un arbre de jontion onsistant.

3. Marginalisation : Elle onsiste à aluler, pour haque variable d'intérêt V, la

distribution de probabilités P(A) à partir de l'arbre de jontion onsistant. D'une

manière détaillée, les étapes sont dérites omme suit :

Initialisation : La proédure suivante initialise les fontions potentielles assoiées

à l'arbre de jontion en utilisant les probabilités onditionnelles initiales :

Algorithme 3.5 : Initialisation Debut

Pour haque luster Ci Faire ψI
Ci

:= 1 ;

Pour haque séparateur Sij Faire ψI
Sij

:= 1 ;
Pour haque variable A Faire

Séletionner un luster Ci ontenant {A} ∪ UA ;

ψI
Ci

:= ψI
Ci
∗ P (A | UA) ;

Fin

Les fontions potentielles obtenues odi�ent la distribution probabiliste jointe assoiée

à l'arbre de jontion, à savoir :

P = PJ T (3.12)

où P est la distribution de possibilités du réseau ausal initial obtenue en utilisant

l'équation (3.1) et PJT représente la distribution de probabilités jointe assoiée à l'arbre

de jontion obtenue en utilisant l'équation (3.8).

Après avoir initialisé les potentiels de l'arbre de jontion, il faudrait s'assurer de la

onsistane loale en e�etuant une propagation globale dérite dans la setion suivante :

La propagation globale : Elle induit à haque luster de passer des messages à

l'ensemble de ses lusters adjaents. Ces messages sont ordonnés a�n que haque passage

de message préserve la onsistane introduite par le passage de message préédent. Une

fois la propagation globale ahevée, haque paire (luster, séparateur) est onsistante et

l'arbre de jontion est loalement onsistant.

Le méanisme de passages des messages peut être expliité en détaillant la proédure

de passage de message entre deux lusters adjaents, puis en expliitant omment se

fait la oordination des passages de messages :

1. Passage de messages simples : Soient Ci et Cj deux lusters adjaents séparés

par un séparateur Sij et soient ψCi
, ψCj

et ψSij
leurs potentiels respetifs. Les

di�érents potentiels sont mis à jour omme suit :



Réseaux ausaux Bayésiens 67

(a) Préserver le même potentiel pour Ci :

ψt+1
Ci
← ψt

Ci
(3.13)

(b) Assigner un nouveau potentiel à Sij :

ψt+1
Sij
←

∑

Ci\Sij

ψt
Ci

(3.14)

() Assigner un nouveau potentiel à Cj :

ψt+1
Cj
← ψt

Cj
∗
ψt+1
Sij

ψt
Sij

(3.15)

2. Coordination de messages multiples : A partir d'un arbre de jontion de n

lusters, l'algorithme de propagation globale séletionne un luster pivot arbitraire

et e�etue 2*(n-1) passages de messages en deux phases :

� Collete de l'évidene : Chaque luster passe un message à ses lusters

adjaents dans la diretion du pivot, en ommençant par des lusters les plus

éloignés de elui-i.

� Distribution de l'évidene : Chaque luster envoie des messages à ses lus-

ters adjaents, en s'éloignant de la diretion du pivot et ei en ommençant

par le pivot lui même jusqu'à atteindre les feuilles.

Remarque 3.5 Dans le shéma de passages de messages, un luster ne transmet

un message à un voisin dans une diretion, qu'après avoir reçu les messages de

l'ensemble de ses n÷uds (lusters) adjaents. Cette ondition permet de garantir

la onsistane loale de l'arbre de jontion une fois la propagation globale ahevée

[89, 11℄.

La proédure de propagation globale peut être résumée omme suit :

Algorithme 3.6 : Propagation globale

Début

Seletion de la raine de la propagation

Soit Pivot, un luster arbitraire Ci représentant la raine de la propagation ;

Soit Postorder, un veteur ontenant l'ordre dans lequel les messages vont être

envoyés dans la phase de la ollete de l'évidene, ;

Soit Preorder, un veteur ontenant l'ordre dans lequel les messages vont être

envoyés dans la phase de la distribution de l'évidene ;

Collete de l'évidene

Pour i :=1 jusqu'à lenght(Postorder)-1 Faire

Ci ← Postorder[i];

Cj ← luster adjaent de Ci dans Postorder ;

Envoyer le message de Ci vers Cj en utilisant les équations (3.13), (3.14) et

(3.15) ;

Distribution de l'évidene

Pour i :=1 jusqu'à lenght (Preorder) Faire
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Figure 3.18 � Passage de messages durant la propagation globale assoié à l'arbre de

jontion de la �gure 3.16

Ci ← Preorder[i℄ ;

Below ← luster adjaents de Ci dans Preorder ;

Pour j :=1 jusqu'à lenght (Below) Faire

Cj ← Below[j℄ ;

Envoyer le message de Ci à Cj en utilisant les équations (3.13), (3.14) et

(3.15) ;

Fin

Exemple 3.10 La �gure 3.18 illustre le passage de messages dans l'arbre de jontion

représenté par la �gure 3.16 lors de la proédure de la propagation globale.

Marginalisation : Une fois avoir obtenu un arbre de jontion onsistant, la

probabilité P assoiée à haque variable d'intérêt A est alulée omme suit :

Algorithme 3.7 : Marginalisation

Debut

Identi�er un luster Ci ontenant A ;

Caluler P(A) en marginalisant ψC
C i sur A :

P(A) ←
∑

Ci\A
ψC
Ci
;

Fin

Prise en ompte d'une évidene : Les proédures présentées dans la setion

préédente peuvent être étendues dans le as général où il s'agirait de aluler la proba-

bilité d'une variable A, étant donnée l'observation d'une évidene totale e, notée P(A |
e).

La notion la plus simple de l'évidene est l'observation : Une observation est une ex-

pression de la forme A=a. Le likelihood assoié à A, noté ΛA, est le potentiel assoié à
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A, dé�ni par :

ΛA(a) =







1 si A n'est pas instaniée

1 si A est instaniée à a

0 si A est instaniée mais pas à a

(3.16)

La proédure de propagation pour les graphes à onnexions multiples ave variables

d'observation est identique à la proédure préédente (sans variable d'observation) à

laquelle des étapes supplémentaires sont ajoutées. Elle se résume omme suit :

1. Initialisation :

L'étape d'initialisation est modi�ée en introduisant une étape additionnelle qui

onsiste à initialiser la fontion likelihood , assoiée à haque variable, à 1.

2. Prise en harge de l'observation :

La fontion likelihood est inorporée à l'arbre de jontion omme suit :

(a) Enoder l'observation A=a omme une fontion likelihood Λnew
A

(b) Identi�er un luster Ci ontenant A

() Mettre à jour ψCi
et ΛA omme suit :

ψCi
← ψCi

∗ Λnew
A

ΛA ← Λnew
A

En introduisant un ensemble d'observations, l'arbre de jontion enode PJT (A∧
e) au lieu de PJT (A).

3. Normalisation :

La marginalisation d'un potentiel d'un luster quelonque ψCi
dans une variable

A permet d'obtenir la probabilité de A et e, dé�nie par :

P (A, e) =
∑

Ci\A

ψCi

Le but est de aluler P(A | e), en normalisant P(A ∧ e) omme suit :

P (A | e) =
P (A ∧ e)

P (e)
=

P (A ∧ e)
∑

A P (A ∧ e)
(3.17)

3.3 Réseaux ausaux possibilistes

Les réseaux ausaux possibilistes sont des ontreparties possibilistes des réseaux

ausaux probabilistes. Ils sont issus de la théorie des possibilités. Contrairement à la

logique possibiliste (issue également de la théorie des possibilités), il existe peu de tra-

vaux relatifs aux réseaux ausaux possibilistes dans les domaines de la propagation et

de l'apprentissage.

Pour la propagation, dans [56℄, les auteurs proposent une propagation possibiliste pour

les hypergraphes. Dans [57℄, l'auteur présente une adaptation possibiliste de l'algorithme

de Pearl. Pour les graphes possibilistes indiretes, Gebhardt, Kruse et Borgelt ont dé-

veloppé une boite à outils, appelée POSSINFER [60, 59, 58℄. Shenoy [52℄ propose une

version possibiliste de la propagation utilisant les Valuation-Based Systems.

Dans le domaine de l'apprentissage des onnaissanes inertaines, dans [90℄, les auteurs

proposent une méthode d'apprentissage à partir des onnaissanes inertaines.

En théorie des possibilités deux types de onditionnement ont été dé�nis (voir setion

1.5.3) basés sur deux opérateurs di�érents, (le produit et le minimum). Cei a onduit

à dé�nir deux types de réseaux ausaux possibilistes :



70 Modèles Graphiques de l'inertain : Représentation et Raisonnement

� les réseaux ausaux possibilistes basés sur le produit qui sont prohes du modèle

graphique probabiliste, où les interprétations sont numériques,

� les réseaux ausaux possibilistes basés sur le minimum, dé�nis dans un ontexte

ordinal et qui posent le problème de ohérene dû au non-reouvrement des don-

nées initiales.

3.3.1 Dé�nition d'un réseau ausal possibiliste

Un réseau ausal possibiliste, omme le as d'un réseau ausal probabiliste, est dé�ni

par :

� Une omposante graphique : matérialisée par un Graphe Aylique Indiret (DAG)

G représentant les relations de dépendanes entre les variables.

� Une omposante numérique : qui onsiste à quanti�er les di�érents liens repré-

sentés par le graphe en utilisant les distributions possibilistes onditionnelles de

haque n÷ud dans le ontexte de ses parents. Ces dernières doivent obéir à la

ondition de normalisation.

Pour haque variable A :

� Si UA = ∅ (A est un n÷ud raine), alors les possibilités a priori relatives à la

variable A doivent satisfaire :

maxaΠ(a) = 1,∀a ∈ DA,

� Si UA 6= ∅, alors les distributions onditionnelles de la variable A dans le

ontexte de ses parents doivent satisfaire :

maxaΠ(a | aA) = 1,∀a ∈ DA, uA ∈ DUA

La di�érene de la dé�nition du onditionnement a onduit à dé�nir deux types de

réseaux ausaux possibilistes :

3.3.1.1 Les réseaux ausaux possibilistes basés sur le produit :

Dans le ontexte de la théorie des possibilités quantitative, un réseau ausal possi-

biliste basé sur le produit, noté ΠG∗
, est un graphe possibiliste où le onditionnement

est basé sur le produit :

Dé�nition 3.16 (Conditionnement possibiliste basé sur le produit)

π(ω |p φ) =

{

π(ω)
Π(φ) si ω |= φ

0 sinon

(3.18)

La distribution de possibilités jointe assoiée à un graphe ausal possibiliste basé sur le

produit est dé�nie par le biais de la règle de haînage basée sur le produit :

Dé�nition 3.17 (Règle de haînage basée sur le produit) La distribution de pos-

sibilités globale jointe d'un réseau ausal possibiliste basé sur le produit ΠGp, à travers

un ensemble de variables V={A1, A2, ..., AN} est exprimée omme le produit des N dis-

tributions a priori et des distributions onditionnelles à travers la règle de haînage

suivante :

πp(A1, ..., AN ) =
∏

i=1..N

Π(Ai | UAi
) (3.19)
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Figure 3.19 � Exemple de DAG

3.3.1.2 Les réseaux ausaux possibilistes basés sur le minimum :

Dans le ontexte de la théorie des possibilités qualitative, un réseau ausal possibi-

liste basé sur le minimum, noté ΠGm, est un graphe possibiliste où le onditionnement

est basé sur le minimum :

π(ω |m φ) =







1 si π(ω) = Π(φ) et ω |= φ
π(ω) si π(ω) < Π(φ) et ω |= φ
0 sinon

(3.20)

La distribution de possibilités jointe assoiée à un graphe ausal possibiliste basé

sur le minimum est dé�nie par le biais de la règle de haînage basée sur le minimum :

Dé�nition 3.18 (Règle de haînage basée sur le minimum) La distribution de pos-

sibilités globale jointe d'un réseau ausal possibiliste basé sur le minimum ΠGm, à travers

un ensemble de variables V={A1, A2, ..., AN} est exprimée omme le minimum des N

distributions a priori et des distributions onditionnelles à travers la règle de haînage

suivante :

πm(A1, ..., AN ) = min
i=1..N

Π(Ai | UAi
) (3.21)

Exemple 3.11 Considérons le graphe possibiliste basé sur le minimum de la �gure

(3.19). Les distributions de possibilités onditionnelles sont représentées dans la table

3.6. Les distributions de possibilités jointes, obtenues en utilisant la règle de haînage

basée sur le minimum, sont données par la table(3.7).

Table 3.6 � Distributions initiales

A Π(A) B Π(B) D B Π(D|B)
a .5 b 1 d b 1

¬a 1 ¬ b .4 d ¬b 1

¬d b .3

¬d ¬b .2

C A B Π(C| A ∧ B) C A B Π(C| A ∧ B)

 a b .6 ¬  a b 1

 a ¬b 1 ¬ a ¬b .8

 ¬a b 1 ¬ ¬a b .3

 ¬a ¬b 0 ¬ ¬a ¬b 1
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Table 3.7 � Distributions de possibilités jointes utilisant la règle de haînage basée sur

le minimum

A B C D πm(A ∧ B ∧C ∧D A B C D πm(A ∧ B ∧C ∧D
a b  d .5 ¬a b  d 1

a b  ¬d .3 ¬a b  ¬d .3

a b ¬ d .5 ¬a b ¬ d .3

a b ¬ ¬d .3 ¬a b ¬ ¬d .3

a ¬b  d .4 ¬a ¬b  d 0

a ¬b  ¬d .2 ¬a ¬b  ¬d 0

a ¬b ¬ d .4 ¬a ¬b ¬ d .4

a ¬b ¬ ¬d .2 ¬a ¬b ¬ ¬d .2

Contrairement aux réseaux ausaux basés sur le produit, les réseaux ausaux basés

sur le minimum ne respetent pas toujours la propriété de reouvrement des données

initiales. Cei in�ue sur la ohérene du réseau :

Dé�nition 3.19 (Cohérene d'un réseau ausal possibiliste basé sur le minimum)

Un réseau ausal possibiliste basé sur le minimum ΠGm est ohérent si l'appliation de

la règle de haînage orrespondante à l'équation(3.21), permet de retrouver les distribu-

tions initiales fournies par l'expert : Πm(a | uA) = Π(a | uA)

Ce qui n'est pas systématiquement le as pour les réseaux ausaux possibilistes basés

sur le minimum. Néanmoins, il a été montré dans [61℄ que les données non reouvertes

orrespondent aux données redondantes, et de e fait elles peuvent être ignorées sans

qu'il n' y ait des réperussions sur la distribution globale jointe.

3.3.2 Propagation dans les réseaux ausaux possibilistes basés sur le

minimum

Dans e qui suit, nous allons présenter les di�érents algorithmes de propagation dans

le réseaux ausaux possibilistes basés sur le minimum pour les polyarbres et les graphes

à onnexions multiples. Ces algorithmes, développés dans [61℄, sont des adaptations

des algorithmes relatifs aux réseaux ausaux bayésiens. Plus préisément, nous allons

présenter dans ette setion une version entralisée de l'algorithme de propagation de

Pearl, tout en mettant en exergue le fait que, le problème de non-reouvrement des

données initiales n'a�ete pas le proessus de propagation. Par la suite, une adaptation

de l'algorithme de propagation de l'arbre de jontion probabiliste sera donnée.

3.3.2.1 Propagation basée sur le minimum dans les polyarbres

L'algorithme de propagation développé dans [61℄ est une adaptation de l'algorithme

de propagation pour les polyarbre de la setion 3.2.2.2. Cette adaptation est légèrement

di�érente de elle proposée pour les réseaux ausaux possibilistes basés sur le produit

ar des étapes supplémentaires sont néessaires a�n de transformer les distributions

onditionnelles initiales en des distributions loales jointes.

Remarque 3.6 Dans e qui suit, les mêmes notations que la setion 3.2.2.2 vont être

utilisées.
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Prinipe de la propagation Le but de la propagation est de aluler, pour haque

n÷ud A, la distribution onditionnelle assoiée basée sur une totale évidene, notée

BelCdt(a) et dé�nie par : BelCdt(a) = Πm(a | e).
Cette valeur est obtenue à partir de la distribution jointe, notée Beljoint(a) et dé�nie
par :

Beljoint(a) = Πm(a ∧ e) = min(λ(a), µ(a)) (3.22)

où λ(a) = Πm(a ∧ ēA) et µ(a) = Πm(a ∧ e+A).
Ainsi, ∀ a ∈ DA, le alul de BelCdt(a)=Πm(a | e) peut être e�etué en utilisant

l'équation BelJoint(a) = Πm(a ∧ e) et en appliquant la dé�nition du onditionnement

basée sur le minimum (équation 3.20) omme suit :

BelCdt(a) = Πm(a | e) =

{

Πm(a ∧ e) si Πm(a ∧ e) < Πm(e) = maxa∈DA
Πm(a ∧ e)

1 sinon

(3.23)

L'expression de Beljoint dépend des valeurs λ et µ relatives au n÷ud A qui dé-

pendent, respetivement, des λ-messages reçus des enfants (notés par λYj
(A) où λYj

est

le message reçu par A à partir du �ls Yj) et des µ-messages reçus des parents (notés par

µA(Ui)) où µA est le message que A reçoit de son parent Ui). Formellement, es deux

valeurs sont dé�nies par :

� Calul de la valeur λ ∀a ∈ DA,

λ(a) = Πm(a ∧ e−A) = min(λA(a),min
m
j=1λYj

(a)) (3.24)

où minmj=1λYj
(a) orrespond au minimum entre le λ-message reçu à partir du �ls

de A et λA(a) dénote l'évidene loale de A, telle que :

ΛA(a) =

{

0 si A est instaniée à eA 6= a

1 si A est instaniée à eA =a ou A n'est pas instaniée

(3.25)

� Calul de la valeur µ ∀a ∈ DA,

µ(a) = Πm(a ∧ e+A) = maxumin(Π(a ∧ u),min
n
i=1µA(ui)) (3.26)

où minni=1 orrespond au minimum entre les µ-messages reçus à partir des parents

de A.

� Calul de λ-message Le message λ de A à ses parents Ui,(i ∈ {1, ..., n}), lorsque
Ui = ui est dé�ni par :

λA(ui) = Πm(e−UiA
∧ui) = maxa∈DA

min[λ(a),maxuk :k 6=i(min(Π(a∧u),mink 6=iµA(uk)))]
(3.27)

� Calul de µ-message Le message µ de A à ses enfants Yj ,(j ∈ {1, ...n}) lorsque
A=a est dé�ni par :

µYj
(a) = Πm(a ∧ e+AYj

) = min(λA(a),mini=1...n,i 6=jλYi
(a), µ(a)) (3.28)

Algorithme de propagation : Le prinipe de la propagation dans un réseau

ausal possibiliste basé sur le minimum est illustré par l'algorithme suivant :

Algorithme 3.12 : Propagation basée sur le minimum dans un polyarbre

Début

Choix de la raine de propagation
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� Soit S le plus petit ensemble onneté inluant les n÷uds observés ;

� Soit pivot un n÷ud arbitraire dans S représentant la raine de la propagation ;

� Soit Postorder un veteur ontenant l'ordre dans lequel les messages sont en-

voyés dans la phase de ollete de l'évidene (le dernier n÷ud étant le pivot) ;

� Soit Preorder un veteur ontenant l'ordre dans lequel les messages sont envoyés

dans la phase de ollete de l'évidene (le premier n÷ud est le pivot)

Initialisation

� Initialiser l'ensemble des valeurs λ et µ messages à 1 ;

� Pour haque n÷ud A raine, la valeur µ(a) est initialisée à Π(a), ∀ a ∈ DA.

� Pour haque n÷ud A observé, assigner à λ(a) la valeur 1 si A est instaniée à

a, et lui assigner la valeur 0 dans le as ontraire.

Collete de l'évidene

Pour i :=1 à length(Postorder) -1 Faire

� A ← Postorder[i℄ ;

� B ← un n÷ud adjaent de A dans Postorder ;

� Caluler λ(A) en utilisant l'équation (3.24) ;

� Caluler µ(A) en utilisant l'équation (3.26) ; Si B est un n÷ud parent de A

alors

Envoyer un message λ de A vers B en utilisant l'équation (3.27)

Sinon

Envoyer un message µ de A à B en utilisant l'équation (3.28)

Distribution de l'évidene

Pour i :=1 à length(Preorder) -1 Faire

� A ← Preorder[i℄ ;

� Below ← un n÷ud adjaent de A dans Preorder ;

� Caluler λ(A) en utilisant l'équation (3.24) ;

� Caluler µ(A) en utilisant l'équation (3.26) ;

Pour j :=1 à length(Below) Faire

� B ← Below[j℄ ;

� Si B est un n÷ud parent de A alors

Envoyer un message λ de A vers B en utilisant l'équation (3.27) Sinon

Envoyer un message µ de A à B en utilisant l'équation (3.28)

Marginalisation Pour haque n÷ud A, Bel(A) =Πp(a | e) est alulé en utilisant

l'équation (3.22) ;

Normalisation

� Caluler BelCdt(A) à partir de BelJoint(A) en utilisant l'équation (3.23) ;

Fin

3.3.2.2 Propagation basée sur le minimum dans les graphes à onnexions

multiples

La méthode de propagation dans e type de DAG est similaire à elle présentée dans

le as probabiliste, qui onsiste d'abord à transformer le réseau initial en un arbre de

jontion puis de proéder à la propagation sur la nouvelle struture.

A partir d'un arbre de jontion J T , l'unique distribution de possibilités globale jointe

est dé�nie par :

πJT (A1, ..., AN ) = mini=1...NπCi
(3.29)
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où N représente le nombre de lusters dans J T . Dans le as où l'arbre de jontion est

onsistant, le potentiel attahé à haque luster Ci doit satisfaire :

πCi
= Πm(Ci) (3.30)

En utilisant ette dernière équation, la distribution de possibilités assoiée à une variable

A dans un arbre de jontion onsistant est alulée en utilisant un luster Ci ontenant

la variable A, en marginalisant son potentiel sur A omme suit :

Πm(A) = maxCi\AπCi
(3.31)

Après la phase de transformation graphique, la propagation onsiste à aluler le

degré de possibilité de n'importe quelle variable A ∈ V, Πm(A). Elle s'e�etue en trois

phases :

1. Initialisation : Cette étape onsiste à quanti�er l'arbre de jontion, en utilisant

les probabilités onditionnelles initiales :

Algorithme 3.13 : Initialisation

Debut

Pour haque luster Ci Faire πICi
← 1 ;

Pour haque séparateur Sij Faire πISij
← 1 ;

Pour haque variable A Faire

Séletionner un luster Ci ontenant {A} ∪ UA ;

πICi
:= min(πICi

,Π(A | UA)) ;

Fin

L'arbre de jontion, ainsi initialisé, odi�e les mêmes distributions que le graphe

initial. Ainsi,

πm = πIJT (3.32)

où πm est la distribution de possibilités jointe du réseau ausal initial obtenue en

utilisant l'équation (3.21) et πIJT représente la distribution de probabilités jointe

assoiée à l'arbre de jontion obtenue en utilisant l'équation (3.29).

Après avoir initialisé les potentiels de l'arbre de jontion, il faudrait s'assurer de

la onsistane loale en e�etuant la propagation globale dérite i-après.

2. La propagation globale : Elle est réalisée par le méanisme de passages de

messages entre haque luster Ci et ses lusters adjaents Cj , omme dans le as

probabiliste.

Si un n÷ud Ci envoie un message a ses lusters adjaents Cj , les potentiels de Ci,

Cj et leurs séparateurs seront mis à jour omme suit :

(a) Préserver le même potentiel pour Ci :

πt+1
Ci
← πtCi

(3.33)

(b) A�eter un nouveau potentiel à Sij :

πt+1
Sij
← max

Ci\Sij

πtCi
(3.34)
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() A�eter un nouveau potentiel à Cj :

πt+1
Cj
← min(πtCj

, πt+1
Sij

) (3.35)

La proédure de propagation globale peut être résumée omme suit [61℄ :

Algorithme 3.14 : Propagation globale

Debut

Seletion de la raine de la propagation :

Soit Pivot un luster arbitraire Ci représentant la raine de la propagation ;

Soit Postorder un veteur ontenant l'ordre dans lequel les messages vont

être envoyés dans la phase de la ollete de l'évidene ;

Soit Preorder un veteur ontenant l'ordre dans lequel les messages vont être

envoyés dans la phase de la distribution de l'évidene ;

Collete de l'évidene :

Pour i :=1 jusqu'à lenght(Postorder)-1 Faire

Ci ← Postorder[i] ;

Cj ← luster adjaent de Ci dans Postorder ;

Envoyer le message de Ci vers Cj en utilisant les équations (3.33),(3.34) et

(3.35) ;

Distribution de l'évidene :

Pour i :=1 jusqu'à lenght (Preorder) Faire

Ci ← Preorder[i℄ ;

Below ← luster adjaents de Ci dans Preorder ;

Pour j :=1 jusqu'à lenght (Below) Faire

Cj ← Below[j℄ ;

Envoyer le message de Ci à Cj en utilisant les équations (3.33),(3.34)

et (3.35) ;

Fin

Remarque 3.7 A partir de es deux proédures, il est important de relever er-

tains points :

� A haque étape t de la proédure de la propagation globale, l'arbre de jontion

odi�e la même distribution jointe. Formellement, ∀t, de l'étape initiale jusqu'à
l'étape �nale :

πtJT = πt+1
JT (3.36)

où πtJT représente la distribution jointe relative à l'arbre de jontion J T de

l'étape t.

� A partir de équations (3.21) et (3.29), nous déduisons que de la phase d'ini-

tialisation jusqu'à la phase de onsistane globale, l'arbre de jontion odi�e la

même distribution jointe. Formellement,

πm = πCJT (3.37)

où πm est la distribution jointe de ΠGm et πCJT est la distribution jointe assoiée

à J T après la proédure de propagation globale.

� La onsistane globale est atteinte après les phases de ollete de l'évidene et

de distribution de l'évidene.



Réseaux ausaux basés sur le produit 77

Marginalisation : A partir de l'arbre de jontion onsistant obtenu lors de la

phase préédente, la mesure de possibilités assoiée à haque variable d'intérêt A, notée

Πm(A) peut être alulée par l'algorithme suivant :

Algorithme 3.15 : Marginalisation

Début

Identi�er un luster Ci ontenant A ;

Caluler Πm(A) en marginalisant πCCi
sur A :

Πm(A)← maxCi\Aπ
C
Ci
;

Fin

Prise en harge de l'évidene : La prise en harge d'une évidene totale e

se fait par la généralisation des di�érents algorithmes préédents. Il s'agit de aluler

∀A ∈ V,Πm(A∧e). L'évidene peut être odi�ée en utilisant la fontion likelihood dé�nie

par :

ΛA(a) =







1 si A n'est pas instaniée

1 si A est instaniée à a

0 si A est instaniée mais pas à a

(3.38)

La prise en ompte de l'évidene e néessite l'extension de la proédure d'initialisa-

tion a�n d'inorporer la onnaissane ertaine. En e�et, l'évidene e doit être odi�ée

omme une fontion likelihood, en utilisant l'équation (3.38), puis elle doit être inté-

grée dans l'arbre de jontion en ajoutant des étapes supplémentaires à la proédure

d'initialisation : Elle se résume omme suit :

� Pour haque instane de la variable A, odi�er l'observation A=a omme une

fontion likelihood, en utilisant l'équation (3.38).

� Identi�er un luster Ci ontenant A :

πICi
← min(πICi

,ΛA)

La marginalisation d'un potentiel d'un luster quelonque πCCi
dans une variable A, en

utilisant l'équation (3.31) permet d'obtenir la mesure de possibilité de A et de e :

Πm(A ∧ e) = maxCi\Aπ
C
Ci

Le alul de Πm(A | e) est e�etué à partir de Πm(A∧ e) en appliquant la dé�nition du

onditionnement basé sur le produit omme suit :

Πm(A | e) =

{

Πm(A ∧ e) si Πm(A ∧ e) < Πm(e) = maxAΠm(A ∧ e)
1 sinon

(3.39)

3.4 Réseaux ausaux basés sur le produit

Un réseau ausal possibiliste basé sur le produit, noté ΠGp, est un graphe possibiliste

où le onditionnement est basé sur le produit :

π(ω |p φ) =

{

π(ω)
Π(φ) si ω |= φ

0 sinon

(3.40)

La distribution de possibilités jointe assoiée à un graphe ausal possibiliste basé

sur le produit est dé�nie par le biais de la règle de haînage basée sur le produit :
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Dé�nition 3.20 (Règle de haînage basée sur le produit) La distribution de pos-

sibilités globale jointe d'un réseau ausal possibiliste basé sur le produit ΠGp, à travers un

ensemble de variables V={A1, A2, ..., AN} est exprimée omme le produit des N distri-

butions a priori et distributions onditionnelles à travers la règle de haînage suivante :

πp(A1, ..., AN ) =
∏

i=1..N

Π(Ai | UAi
) (3.41)

Exemple 3.12 Considérons le graphe possibiliste basé sur le produit de la �gure 7.1.

Les distributions de possibilités onditionnelles sont représentées par la table 7.1. Les

distributions de possibilités jointes, obtenues en utilisant la règle de haînage, sont don-

nées par la table 7.2.

Figure 3.20 � Exemple d'un DAG

Table 3.8 � Distributions initiales

A Π(A) C Π(C) B A Π(B|A)
a .2  1 b a .6

¬a 1 ¬  .7 b ¬a 1

¬b a 1

¬b ¬a .1

D B C Π(D| B ∧ C) D B C Π(D| B ∧ C)

d b  .9 ¬ d b  1

d b ¬ .8 ¬d b ¬ 1

d ¬b  1 ¬d ¬b  .5

d ¬b ¬ 1 ¬d ¬b ¬c .3

Les réseaux ausaux possibilistes basés sur le produit véri�ent deux propriétés pri-

mordiales :

1. Critère de Normalisation : La marginalisation produit toujours des distribu-

tions normalisées. D'une manière formelle, soit X un sous ensemble de V et x une

instaniation de X. Soit Z=V/X. alors,

maxz{
∏

{Π(a | uA) : a ∈ z, uA ⊆ z ∧ x}} = 1 (3.42)

2. Reouvrement des données initiales. Il signi�e que les distributions de possi-

bilités initiales prodiguées par l'expert sont retrouvées à partir de la distribution

de possibilités jointe donnée par l'équation (7.2).
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Table 3.9 � Distributions de possibilités jointes utilisant la règle de haînage basée sur

le produit

A B C D πp(A ∧ B ∧C ∧D A B C D πp(A ∧ B ∧C ∧D
a b  d .108 ¬a b  d .90

a b  ¬d .012 ¬a b  ¬d 1

a b ¬ d .0672 ¬a b ¬ d .56

a b ¬ ¬d .084 ¬a b ¬ ¬d .70

a ¬b  d .02 ¬a ¬b  d .1

a ¬b  ¬d .1 ¬a ¬b  ¬d .05

a ¬b ¬ d .14 ¬a ¬b ¬ d .07

a ¬b ¬ ¬d .42 ¬a ¬b ¬ ¬d .21

D'une manière formelle, pour un n÷ud A quelonque d'un graphe possibiliste basé

sur le produit noté ΠGp , la distribution de possibilités onditionnelle Πp(a | uA)
alulée à partir de la distribution de possibilités globale jointe πp, est égale à

la distribution onditionnelle donnée par l'expert onernant le n÷ud A, notée

Π(a | uA). Ainsi,
Πp(a | ua) = Π(a | uA) (3.43)

Exemple 3.13 Soit le DAG préédent. A titre d'exemple, l'égalité suivante est véri�ée :

Πp(d | b ∧ ¬c) = Π(d | b ∧ ¬c)=.8, vu que Π(d | b ∧ ¬c)=Πp(d∧b∧¬c)
ΠP (b∧¬c) =

.56
.7 = .8.

3.5 Propagation basée sur le produit dans les polyarbres

L'algorithme présenté dans ette setion est une adaptation possibiliste de l'algo-

rithme de propagation présenté dans la setion 3.2.2.2. Il est basé sur les ommuniations

loales via deux types de messages, λ-messages et µ-messages, irulant, respetivement

des n÷uds enfants vers les n÷uds parents et des n÷uds parents vers les n÷uds enfants.

Remarque 3.8 La formulation mathématique de l'algorithme de propagation pour les

réseaux ausaux possibilistes dans le as d'un polyarbre est identique à elle orrespon-

dant aux réseaux ausaux bayésiens, ave une di�érene qui onsiste à utiliser l'opérateur

maximum au lieu de l'opérateur addition.

Ainsi,

� ∀a ∈ DA, la mesure de probabilité ourante de a basée sur l'évidene totale e est

dé�nie par :

Bel(a) = Πp(a | e) = α ∗ λ(a) ∗ µ(a) (3.44)

où α = 1
maxa Bel(a) est le fateur de normalisation

� La valeur λ assoiée à haque instane a ∈ Da est dé�nie par :

λ(a) = Πp(a | e
−
A) = λA(a) ∗

m
∏

j=1

λYj
(a) (3.45)

où λA(a) dénote l'évidene totale relative au n÷ud A telle que :

λA(a) =

{

0 si eA 6= a (A est instaniée à a ave eA 6= a)

1 sinon (A est instaniée à a ave eA = a ou A n'est pas instaniée)

(3.46)
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� La valeur µ assoiée à haque instane a ∈ DA est dé�nie par :

µ(a) = Πp(a | e
+
A) = max

u
Π(a | u) ∗

n
∏

i=1

µA(ui) (3.47)

� Le message λ de A vers ses parents Ui, (i ∈ {1, ..., n}) où Ui=ui est dé�ni par :

λA(ui) = Πp(e
−
UiA
| ui) = β ∗max

a
λ(a)[ max

uk :k 6=i
Π(a | u) ∗

∏

k 6=i

µA(uk)] (3.48)

où β est une onstante de normalisation.

Remarque 3.9 Dans le as où haque n÷ud dans le graphe a un parent unique

alors la valeur λ est simpli�ée omme suit :

λA(ui) = β ∗max
a

λ(a) ∗Π(a | u)

� Le message µ de A à ses enfants Yj , (j ∈ {1, ...,m}) où A=a est dé�ni par :

µYj
(a) = Πp(a | e

+
AYj) = α ∗ λA(a) ∗

∏

i=1...m,i 6=j

λYi
(a) ∗ µ(a) (3.49)

3.5.1 Algorithme de propagation :

L'algorithme de propagation s'e�etue essentiellement en deux grandes étapes :

� La première phase onsiste à séletionner arbitrairement un n÷ud pivot dans le

plus petit ensemble des n÷uds onnetés ontenant l'ensemble des n÷uds modi�és

(noté S)
� La deuxième phase onsiste à faire passer les messages en deux étapes :

� Collete de l'évidene où haque n÷ud dans S fait passer un message à ses

n÷uds adjaents dans la diretion du pivot, en ommençant par le n÷ud le

plus éloigné du n÷ud pivot.

� Distribution de l'évidene où haque n÷ud du graphe fait passer un message à

ses n÷uds adjaents, en ommençant par le pivot lui même jusqu'à atteindre

les feuilles du DAG.

Les grandes lignes de et algorithme sont les suivantes :

Algorithme 3.8 : Propagation basée sur le produit dans un polyarbre

Début

Choix de la raine de propagation

� Soit S le plus petit ensemble onneté inluant les n÷uds observés ;

� Soit pivot un n÷ud arbitraire dans S représentant la raine de la propagation ;

� Soit Postorder un veteur ontenant l'ordre dans lequel les messages sont en-

voyés dans la phase de ollete de l'évidene (le dernier n÷ud étant le pivot) ;

� Soit Preorder un veteur ontenant l'ordre dans lequel les messages sont envoyés

dans la phase de ollete de l'évidene (le premier n÷ud est le pivot)

Initialisation

� Initialiser l'ensembles des valeurs λ, µ et messages à 1 ;

� Pour haque n÷ud raine A, la valeur µ(a) est initialisée à Π(a), ∀ a ∈ DA.

� Pour haque n÷ud A observé, il faut assigner à λ(a) la valeur 1 si A est ins-

taniée à a, et lui assigner la valeur 0 dans le as ontraire.



Propagation basée sur le produit dans les réseaux ausaux possibilistes à onnexions multiples81

Collete de l'évidene

Pour i :=1 à length(Postorder) -1 Faire

� A ← Postorder[i℄ ;

� B ← un n÷ud adjaent de A dans Postorder ;

� Caluler λ(A) en utilisant l'équation (7.6) ;

� Caluler µ(A) en utilisant l'équation (7.8) ; Si B est un n÷ud parent de A alors

Envoyer un message λ de A vers B en utilisant l'équation (7.9)

Sinon

Envoyer un message µ de A à B en utilisant l'équation (7.10)

Distribution de l'évidene

Pour i :=1 à length(Preorder) -1 Faire

� A ← Preorder[i℄ ;

� Below ← un n÷ud adjaent de A dans Preorder ;

� Caluler λ(A) en utilisant l'équation (7.6) ;

� Caluler µ(A) en utilisant l'équation (7.8) ;

Pour j :=1 à length(Below) Faire

� B ← Below[j℄ ;

� Si B est un n÷ud parent de A alors

Envoyer un message λ de A vers B en utilisant l'équation (7.9) Sinon

Envoyer un message µ de A à B en utilisant l'équation (7.10)

Marginalisation Pour haque n÷ud A, Bel(A) =Πp(a | e) est alulé en utilisant

l'équation(7.5) ;

Fin

3.6 Propagation basée sur le produit dans les réseaux au-

saux possibilistes à onnexions multiples

Pour e type de DAG, le prinipe de la propagation est similaire à elui de la

propagation dans le adre des réseaux bayésiens. Il onsiste à transformer le DAG initial

en un arbre de jontion, puis d'e�etuer la propagation sur e dernier.

L'arbre de jontion, noté J T , est dé�nit et onstruit de manière similaire que dans le

as probabiliste (voir setion 3.2.2.3).

Pour haque luster Ci (respetivement séparateur Sij) de J T , des distributions jointes
loales (ou des potentiels) sont assignées, notées πCi

(respetivement πSij
).

A partir de JT , une distribution de possibilités jointe globale unique, notée πJT , est

assignée. Elle est dé�nie par :

πJT (A1, ..., AN ) =
Πm

i=1πCi

Πm−1
j=1 πSij

(3.50)

où m est le nombre de lusters dans le JT .
Un arbre de jontion est aratérisé par la propriété de onsistane suivante :

Dé�nition 3.21 Soient Ci et Cj deux lusters adjaents dans un arbre de jontion J T
et soit Sij leur séparateur. Un lien entre Ci et Cj est dit stable ou onsistant si

maxCi\Sij
πCi

= πSij
= maxCj\Sij

πCj
(3.51)

où maxCi\Sij
πCi

est la distribution marginale de Sij dé�nie à partir de πCi
.
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Si l'ensemble des liens d'un arbre de jontion est onsistant, alors l'arbre de jontion

est dit globalement onsistant.

Lorsque l'arbre de jontion est globalement onsistant, alors le potentiel attahé à

haque luster orrespond à sa distribution jointe loale alulée à partir du graphe

initial. Formellement,

πCi
= Πp(Ci) (3.52)

A partir de ette dernière équation, la distribution de possibilités d'une variable A ∈
V, dans un arbre de jontion globalement onsistant est alulée en utilisant un luster

quelonque Ci ontenant A en marginalisant son potentiel sur A omme suit :

Πp(A) = maxCi\A
πCi

(3.53)

Dans e qui suit, πICi
représente le potentiel du luster Ci lors de l'étape d'initialisation

et πCCi
représente le potentiel du luster Ci lors de l'étape de onsistane globale.

3.6.1 Algorithme de la propagation

Après avoir onstruit l'arbre de jontion optimal assoié au graphe ausal original,

l'étape suivante onsiste à aluler la omposante numérique assoiée à l'arbre de jon-

tion. En d'autres termes, pour haque variable A ∈ V, il faudrait aluler le degré de

possibilité Π(A). Le problème de la prise en harge d'une évidene totale e (aluler

Π(a | e)) sera abordé par la suite.

Après la phase de transformation graphique, la propagation s'e�etue en trois phases :

1. Initialisation : Cette étape onsiste à quanti�er l'arbre de jontion, en utilisant

les probabilités onditionnelles initiales : Algorithme 3.9 : Initialisation

Debut

Pour haque luster Ci Faire π
I
Ci
← 1 ;

Pour haque séparateur Sij Faire πISij
← 1 ;

Pour haque variable A Faire

Séletionner un luster Ci ontenant {A} ∪ UA ;

πICi
:= πICi

∗ P (A | UA) ;

Fin

L'arbre de jontion ainsi initialisé odi�e les mêmes distributions que le graphe

initial :

πp = πIJT (3.54)

où πp est la distribution de possibilités jointe du réseau ausal initial obtenue en

utilisant l'équation (7.2) et πIJT représente la distribution de probabilités jointe

assoiée à l'arbre de jontion obtenue en utilisant (7.11). Après avoir initialisé les

potentiels de l'arbre de jontion, il faudrait s'assurer de la onsistane loale en

e�etuant la propagation globale dérite omme suit :

2. La propagation globale : La propagation globale est réalisée par le méanisme

de passages de messages entre haque luster Ci et ses lusters adjaents Cj en

deux phases, en ommençant par un luster arbitraire dit n÷ud pivot :
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� Collete de l'évidene :

Chaque luster passe un message à ses lusters adjaents dans la diretion du

pivot, en ommençant par les lusters les plus éloignés de elui-i. L'ordre dans

lequel les messages sont envoyés est matérialisé par Postorder.

� Distribution de l'évidene :

Chaque luster envoie des messages à ses lusters adjaents, en ommençant par

le pivot lui même jusqu'à atteindre les feuilles. L'ordre dans lequel les messages

sont envoyés est matérialisé par Preorder.

Pour les deux phases, lorsqu'un luster Ci fait passer un message à ses n÷uds

adjaents Cj , les potentiels assoiés à Ci,Cj et leur séparateur Sij sont mis à jour

omme suit :

(a) Preserver le même potentiel pour Ci :

πt+1
Ci
← πtCi

(3.55)

(b) Assigner un nouveau potentiel à Sij :

πt+1
Sij
← max

Ci\Sij

πtCi
(3.56)

() Assigner un nouveau potentiel à Cj :

πt+1
Cj
← πtCj

∗
πt+1
Sij

πtSij

(3.57)

La proédure de propagation globale peut être résumée omme suit [61℄ :Algorithme

3.10 : Propagation globale

Debut

Seletion de la raine de la propagation

Soit Pivot un luster arbitraire Ci représentant la raine de la propagation ;

Soit Postorder un veteur ontenant l'ordre dans lequel les messages vont

être envoyés dans la phase de la ollete de l'évidene ;

Soit Preorder un veteur ontenant l'ordre dans lequel les messages vont être

envoyés dans la phase de la distribution de l'évidene ;

Collete de l'évidene

Pour i :=1 jusqu'à lenght(Postorder)-1 Faire

Ci ← Postorder[i];

Cj ← luster adjaent de Ci dans Postorder ;

Envoyer le message de Ci vers Cj en utilisant les équations (7.16),(7.17) et

(7.18) ;

Distribution de l'évidene

Pour i :=1 jusqu'à lenght (Preorder) Faire

Ci ← Preorder[i℄ ;
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Below ← luster adjaents de Ci dans Preorder ;

Pour j :=1 jusqu'à lenght (Below) Faire

Cj ← Below[j℄ ;

Envoyer le message de Ci àCj en utilisant les équations (7.16),(7.17)

et (7.18) ;

Fin

Remarque 3.10 A partir de es deux proédures, il est important de relever er-

tains points :

� A haque étape t de la proédure de la propagation globale, l'arbre de jontion

odi�e la même distribution jointe. Formellement,

πtJT = πt+1
JT (3.58)

où πtJT représente la distribution jointe relative à l'arbre de jontion J T à

l'étape t.

� A partir des équations (7.15) et (7.19), nous déduisons que de la phase d'ini-

tialisation jusqu'à la phase de onsistane globale, l'arbre de jontion odi�e la

même distribution jointe. Formellement,

πp = πCJT (3.59)

où πp est la distribution jointe de ΠGp et πCJT est la distribution jointe assoiée

à J T après la proédure de propagation globale.

� La onsistane globale est atteinte après les phases de ollete de l'évidene et

de distribution de l'évidene.

3. Marginalisation A partir de l'arbre de jontion onsistant obtenu lors de la

phase préédente, la mesure de possibilités assoiée à haque variable d'intérêt A,

notée Πp(A) peut être alulée par l'algorithme suivant :

Algorithme 3.11 : Marginalisation

Debut

Identi�er un luster Ci ontenant A ;

Caluler Πp(A) en marginalisant πCCi
sur A :

Πp(A)← maxCi\Aπ
C
Ci
;

Fin

Prise en harge de l'évidene : La prise en harge d'une évidene totale e

se fait par la généralisations des di�érents algorithmes préédents. Il s'agit de aluler

∀A ∈ V,Πp(A∧e). L'évidene peut être odi�ée en utilisant la fontion likelihood dé�nie

par :

ΛA(a) =







1 si A n'est pas instaniée

1 si A est instaniée à a

0 si A est instaniée mais pas à A

(3.60)

La prise en harge de l'évidene e néessite l'extension de la proédure d'initialisation

a�n d'inorporer la onnaissane ertaine. En e�et, l'évidene e doit être odi�ée omme
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une fontion likelihood, en utilisant l'équation (7.21), puis elle doit être intégrée dans

l'arbre de jontion en ajoutant des étapes supplémentaires à la proédure d'initialisation.

Elle se résume omme suit :

� Pour haque instane de la variable A, odi�er l'observation A=a omme une

fontion likelihood, en utilisant l'équation (7.21).

� Identi�er un luster Ci ontenant A :

πICi
← πICi

∗ ΛA

La marginalisation d'un potentiel d'un luster quelonque πCCi
dans une variable A,

en utilisant l'équation (7.14) permet d'obtenir la mesure de possibilité de A et e :

Πp(A, e) = maxCi\Aπ
C
Ci

Le alul de Πp(A | e) est e�etué à partir de Πp(A ∧ e) en appliquant la dé�nition du

onditionnement basé sur le produit omme suit :

Πp(A | e) =
Πp(A ∧ e)

Πp(e)
=

Πp(A ∧ e)

maxAΠp(A ∧ e)
(3.61)

Remarque 3.11 Nous rappelons que la tâhe de trouver une triangulation optimale est

un problème NP-omplet [78℄.

3.7 onlusion

Les algorithmes de propagation présentés dans e hapitre sont des adaptations

diretes des algorithmes de propagation développés pour les réseaux ausaux bayésiens.

En e�et, l'algorithme pour les polyarbres est une adaptation de la version entralisée de

Pearl [76, 81℄. Pour les graphes à onnexions multiples, l'algorithme est une adaptation

de l'algorithme pour les arbres de jontion développé dans [11℄. Ces deux algorithmes

de propagation vont être utilisés dans notre travail omme mode de raisonnement sur

les onnaissanes représentées graphiquement.

D'autres part, il ressort que les reseaux ausaux possibilistes entretiennent des relations

étroites ave :

� les réseaux VBS [51, 52℄,

� les réseaux OCF [91℄

3.8 Conlusion

Le traitement de l'inertitude est une issue fondamentale de l'intelligene arti�ielle.

L'approhe la plus utilisée de nos jours est sans auun doute l'approhe bayésienne.

L'avantage de elle-i est qu'elle béné�ie des tehniques de la théorie des probabilités.

De plus, du point de vue philosophique, un agent rationnel a�ete des inertitudes à

des événements de façon à satisfaire les axiomes de probabilités. Elle o�re une représen-

tation naturelle des onnaissanes par des liens entre auses et e�ets. La représentation

des onnaissanes est graphique e qui induit sa lisibilité.

Néanmoins, l'approhe bayésienne a été largement ritiquée ar des probabilités subje-

tives doivent être a�etées à haque événement.

Du point de vue du raisonnement, les di�érents algorithmes de propagation développés

sont omplexes dans le as des réseaux ausaux à onnexions multiples dans le adre

de la théorie de probabilités ou dans le adre de la théorie des possibilités. Ces derniers
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ont été obtenus en adaptant les algorithmes développés dans le ontexte possibiliste qui

o�re un adre qualitatif et un adre quantitatif.
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