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1. Introduction

Les premiéres personnes a s’étre intéressées aux problémes des probabilités furent des
mathématiciens francais, Blaise Pascal et Pierre de Fermat qui répondaient aux questions
soulevées par un adepte des jeux de hasard, le chevalier de Méré. A cette époque, la théorie
des probabilités se développa uniquement en relation avec les jeux de hasard. Mais avec
Pierre Simon Laplace et Karl Friedrich Gauss . les bases de la théorie furent étendues a
d’autres applications et phénomeénes.

Le calcul des probabilités fourmit une modélisation efficace des situations non
déterministes c’est-a-dire des phénomenes aléatoires ou stochastiques. En ce qui concerne
les premiers, le résultat d’une expérience suit une lo1 rigoureuse connue (taux de croissance
d’une population bactérienne). On peut donc ainsi prévoir le résultat pour un événement
donné. En revanche dans le cas des phénomeénes aléatoires, le résultat de I’expérience n’est
pas connu avec certitude mais fluctue autour dun résultat moyen qui est régit par une loi
(transmission des caracteres selon la lo1 de Mendel).

Il existe deux manieres d’introduire la notion de probabailité :

= La probabilité a priori, « subjective » d’un événement est un nombre qui caractérise la
croyance que l’on a que cet événement est réalisé avec plus ou moins de certitude avant
I'exécution de I'expérience : I'événement est réalisé (probabilité 1) et I’événement n’est
pas réalisé (probabilité 0).

= La probabilité empirigue assimilée a une fréquence est définie a partir d’expériences
indéfiniment renouvelables. La probabilité¢ d’un événement est alors la fréquence
d’apparition de cet événement.



2. Espace Fondamental et Evenements 2.1. Définition

En face de situations dont I’'issue est incertaine. on a bien souvent envie d’attribuer a
chacune des éventualités possibles une vraisemblance plus ou moins grande. Afin de donner
une rigueur mathématique a ce concept, il est nécessaire tout d’abord de donner quelques
définitions.

« Une expérience ou une épreuve est qualifiée d’aléatoire si on ne peut pas prévoir son
résultat et s1, répétée dans des conditions identiques, elle peut donner des résultats différents.
« Le résultat d’une expérience noté o constitue une éventualité ou un événement

élémentaire.

* 'ensemble des évenements €lémentaires possibles pour une experience aléatoire
donnée constitue I’espace fondamental appelé univers ou univers des possibles noté Q.

Un événement quelconque 4 est un ensemble d’événements élémentaires et constitue une
partie de I"'univers des possibles Q dont on sait dire a 1'issue de I’épreuve s’1l est réalisé ou
nomn.

S1 ® € 4, alors 4 est réalisé. Mais s1 ® ¢ 4 alors 4 n’est pas réalisé et c’est 4, I’événement
contraire qui est réalisé. Un événement est donc une assertion relative aux résultats d’une
experience.

Il est possible qu’un événement ne soit constitué que d’un seul événement élémentaire.
Les événements sont représentés par des lettres majuscules, 4, B, C, 4;, A, etc.



2. Espace Fondamental et Evenements 2.1. Définition

Exemple :

Lors d’un controle sanguin. I’ensemble des résultats possibles s11’on s’mtéresse
(1) au groupe sanguin et au facteur rthésus d’un individu est

Q=1 A+, A-, B+ B-, AB+, AB-, O+, O-¢
5
(2) au nombre de globules blancs Q=N = 11.2,

(3) au taux de glycémie
état de subir une prise de sang.

Q2 = [0 :15] au-dela de 15. I'individu n’est plus en

Ainsit pour une méme épreuve, l'univers € peut étre fini (toutes les éventualités sont
connues : cas 1) ou infini (toutes les éventualités ne sont pas connues : cas 2 et 3). Dans ces

deux derniers cas, 'univers peut étre dénombrable s1 on peut numéroter les éventualités
connues (cas 2) ou bien continu comme dans le cas du taux de glycémie (cas 3).
- 1’événement 4 « I'mmdividu est de rhésus positif » est représenté par :
4= 9A+ B+, AB+, O+7 avec 4 — O
I’événement B « I’'individu est donneur universel » est représenté par :

B = {O=-} un seul événement élémentaire

Dans le cadre de cet exemple, I’événement 4 est réalisé si1 le résultat du typage donne 1'un des
4 groupes sanguins A+ B+ AB+ 0+.



2. Espace Fondamental et Evenements 2.1. Définition

S1 Q est fim, chaque partie 4 de I'univers Q (4 < Q) est constituée d’un nombre fini
d’éventualités et dans ce cas ’ensemble des événements est tel que :

£(Q)="P(©Q) I'univers des possibles

Dans le cadre de ce cours, nous nous placerons dans le cas ou ’ensemble des événements de
I"univers Q est clairement défini.



2. Espace Fondamental et Evenements 2.2. Evenements Remarquables

L’événement impossible noté ¢ est I’événement qui ne peut étre réalisé quelle que soit

I'1ssue de 1'épreuve. Bien que constitué d’aucune éventualité, @ est considéré comme un
evénement :

0 e gQ)

L’événement certain, noté € est toujours réalisé quelle que soit I’issue de I’épreuve. Il est
constitué de toutes les éventualités et I’on umpose que ce soit un événement :

Q e gQ)

L’événement contraire ou complémentaire d’'un événement 4, noté C4 ou A est

I’événement qui est réalisé si et seulement si 4 ne I’est pas. Il est donc constitué des
évenements élémentaires @ qui ne sont pas dans 4.

Q)] EZ S>mE A4

Le complémentaire CA4 ou 4 correspond & la négation logique non —A.



2. Espace Fondamental et Evenements 2.2. Evenements Remarquables

Exemple :

Dans ’exemple concernant les groupes sanguins. I’événement contraire de 4 « I'individu est
de rhésus positif » est constitué des événements élémentaires suivant :

4 ={A-.B-, AB-, O-}

Par définition. on obtient les relations suivantes :

P’

A
Q0

2 1S =
1
Q



2. Espace Fondamental et Evenements 2.3. Opération sur les Evenements

On appelle intersection de deux événements 4 et B, I’événement qui est réalisé si et

seulement s1 4 ef B le sont. Il est donc constitué des éventualités appartenant a la fois a A4 et
B.

C’est un événement noté 4N B telque: VA4.Be €Q), 4 B e &Q)
avec ®ecAdnBe(wecAdet®cB)

L’ intersection 4 B correspond a la conjonction logique « A et B ».



2. Espace Fondamental et Evenements 2.3. Opération sur les Evenements

Remarque : L’univers des possibles (2
n’étant pas lmité uniquement aux

éevenements 4 (parties rouge et verte) et

B (parties bleu et verte), [’événement

complémentaire. 4, est formé des parties

bleu et blanche.

ANB



2. Espace Fondamental et Evenements 2.3. Opération sur les Evenements

Exemple :

Dans ’exemple concernant les groupes sanguins, si a I’événement 4 « ['individu est de
rhésus positif » , on ajoute I’événement B « I'individu posséde I’allele B ». I'intersection de
ces deux événements donne : A~ B=1{B+, AB+¢

réalisés simultanément. On a alors :

Deux évenements 4 et B sont incompatibles ou disjoints, s’1ls ne peuvent étre

AnB=O

Quelques propriétés de l'intersection (") :

ANnA4A=0
QA=A
OMA=
AnB=BnA4

ANBNAO)=AnB)nC
An(BuO)y=AnB)udn ()

évenements incompatibles
élément neutre (Q)

élément absorbant (&)
commutativité

associativite

distributivité avec la réunion ()




2. Espace Fondamental et Evenements 2.3. Opération sur les Evenements

On appelle réunion de deux événements 4 et B, I’événement qui est réalisé s1 et seulement
s1 4 ou B est réalisé. Il est donc constitué des éventualités appartenant a4 .4 ou B.

C’est un événement noté 4 B telque: VA.B € €(Q), Au B € E(Q)
avec @ €A UB<(wedoum eB)

La réunion AU B correspond a la disjonction logique « A ou B ».

La réunion des deux événements 4 et B figure

en vert sur le graphe ci-contre.
Remarque : La réunion de deux événements

n‘est pas la somme algébrique des

évéenements dans la mesure ou la zone de

recouvrement n’est pas comptabilisée deux

fois.



2. Espace Fondamental et Evenements 2.3. Opération sur les Evenements

Exemple :
Dans I’exemple concernant les groupes sanguins. s1 a I’événement 4 « ['individu est de rhésus

positif », on ajoute I’événement B « I'individu possede I’alléle B ». la réunion de ces deux
éveénements donne :

AU B=1{A+, B+, B-, AB+, AB-, O+}

Quelques propriétés de la réunion () :

AU d=0 évenements complémentaires
douAd=A4 élément neutre ()

QuA=Q é¢lément absorbant (Q2)
AwB=BuA commutativité
AuoBulO)=AuB)uC associafivité

AVBNCO)=AuB) (4w ) distributivité avec I’intersection (M)




2. Espace Fondamental et Evenements 2.3. Opération sur les Evenements

Un événement 4 entraine un événement B si1 la réalisation de 4 implique celle de B. On dit
que I’événement 4 est inclus dans I’événement B.

Ac B

L’implication logique « A = B » se traduit

par I'inclusion 4 < B .

Exemple de I'inclusion de I’événement 4

en rouge dans I’événement 5 en bleu.

Exemple :
Soit une urne contenant des billes rouges unies et des billes vertes unies et striées. Si [’on

note 4 1’'événement « obtention d’une bille striée » et B I'événement « obtention d’une bille
verte », la réalisation de 4 implique la réalisation de B car 4 est inclus dans B.



2. Espace Fondamental et Evenements  2.4. Systeme Complet d’Evenements

A . A,......,A forment un systéme complet d’événements si les parties 4 .A4,......., A de Q

constituent une partition de Q telle que : Vi A =
Viz] 4NnA =0

U4,=0

Un systéeme complet d’événements est formé de toutes les parties de Q. c’est-a-dire des
familles d’événements 2 a 2 incompatibles dont la réunion constitue I’événement certain Q.

Le nombre de partitions possibles dans un ensemble fini de » évenements est :

s1 Card (Q)=n alors Card (P(Q)) = 2"




3. Probabilités 3.1. Définitions

On appelle probabilité P toute application de I’ensemble des événements () dans I’intervalle
[0.1].telque: P: €(Q) —» [0,1]

satisfaisant les propriétés (ou axiomes) suivantes

(P1) VA e gQ) P(4)=0
(P2)  P(Q)=1
(P3) VA4, Be&Q) si AnB= alors P(AUB)=P(4) + P(B)

Remarque : Le concept mathématique de probabilité modélise les notions intuitives de
proportion et de fréquence. Si 1’on avance que la probabilité d’étre immunisé contre la
tuberculose est de 0.8. on modélise le fait qu'environ 80 % de la population est immunisé
contre la tuberculose.



3. Probabilités 3.1. Définitions

Probabilités combinatoires

Soit QQ un espace fondamental fini constitué de N événements élémentaires sur lequel on
fait I’hypothése d’équiprobabilité de réalisation des N événements élémentaires. On suppose
ainsi que tous les événements élémentaires ont « la méme chance » de se réaliser. Dans ce cas

la probabilité p; d’un événement élémentaire quelconque ; est telle que :

1
P = Tf avec p; = P(®y)

4

satisfaisant || (P;) avec ¥/ p;=0

P  2p =1
i
Soit 4 un événement quelconque constitué de £ événements élémentaires de €. on en
. k
déduit : P(4)=— avec P(4)= ). p,
i:\f ;4

Cette formule s’énonce souvent comme :

P(4) = = .
card Q) nombre de cas possibles




3. Probabilités 3.1. Définitions

Exemples :

(1) En tapant 5 lettres au hasard sur une machine a écrire (possibilité de taper plusieurs fois
sur la meéme touche). la probabilité d’obtenir le mot « lutte » est d’une chance sur 12

millions. En effet 11 vy a exactement 11 881 376 mots de 5 lettres possibles (Voir
Arrangement avec répétition).

(2) La probabilité d’obtenir un multiple de trois lors du lancé d’un dé a 6 faces, non pipé est :
A=1{3,6} douP(4)=2/6=1/3 avec k=2 et p;=1/6



3. Probabilités 3.1. Définitions

Si ’on répete N fois une expérience dans laquelle la probabilité d’apparition d’un

évenement 4 est P, la fréquence de cet événement au cours des NV expériences, —— fend

N
-

vers P lorsque N tend vers 'infini. No>owo=>—->PFP

<4

Lorsque le nombre d’épreuves augmente indéfiniment, les fréquences observées tendent vers
les probabilités et les distributions observées vers les lois de probabilité.

Exemple :

Lors d’un croisement entre plantes hétérozygotes Aa pour un caractére a dominance stricte
(allele A, forme sauvage et alléle a, forme mutée), on examine successivement deux
échantillons de plantes résultant de ce croisement.

N=40 fleurs N=1000 fleurs
Effectifs Fréquences Effectifs Fréquences Probabilités
attendues
Phénotype
sauvage 29 0,725 754 0,754 0,750
Phénotype 11 0.275 246 0,246 025
mutant




3. Probabilités 3.1. Définitions

Nous définirons un espace probabilisé en utilisant I’axiomatique de Kolmogorov,

Définition 1 :

On appelle probabilité sur (Q2,C) une application P de C dans I'intervalle [0,1] telle que :
* P(Q)=1

* pour tout ensemble dénombrable d’événements incompatibles 242, on a :
b
P(J4)=Y P(4)
i i=l

Définition 2 :

On appelle espace probabilisé, le triplet (Q2.C.P)

Ainsi un espace probabilisé désigne un espace fondamental et ses évenements, muni d’une
mesure de probabilités.



3. Probabilités 3.2. Propriétés des Probabilités

Addrtivité

* Cas d’évenements incompatibles

S14,.4,.,....4,... A, sont n événements incompatibles deux a deux
(4; M 4;= J si izj)alors: PlAiwdyu...odu.0d,)=
P(4,)+ P4, + ...+ P4,)+...+ P(4,)
La probabilité de la réunion d’un ensemble fini ou dénombrable d’éveénements

2 a 2 incompatibles est égale a la somme de leur probabilité d’ou :

PU4)=2P(4;)
] i=1




3. Probabilités 3.2. Propriétés des Probabilités

Addrtivité

* Cas de deux événements quelconques

S1 4 et B sont deux événements quelconques, alors :

P(4 . B) = P(4) + P(B) — P(4~ B)

Voici pourgquoi : Alors :

A et B étant deux éveénements quelconques, - A=4A~B) avec A’ (AB)=T
(AnB) = &, ces éveénements peuvent se alors P(4)=P(4’)+ P(4 ~ B)

décomposer comme la réunion de deux et P(47)=P(4)— P(4A ~ B)

éveéenements incompatibles :

2.B=RBu(dB) avec B (A B)=I
d’ou P(B’)=PFPB)—FPA4A~B)

3. P(4 U B)= P(4") + P(4 ~ B) +P(B’)

d’ott  P(4 U B) = P(4) + P(B) — P(4 ~ B)



3. Probabilités 3.2. Propriétés des Probabilités

Evénement contrarre

Si A estun événement quelconque, alors P(4) =1 — P(4)

Voici pourguoi :

Nous avons vu précédemment que

AuwAd=Q etAnd =C Propriétés de la réunion ef de I’intersection
P(Awd)=PA)+P(4) _  Propneétés d’additivité des probabilités
d’oun PQ)=1=PA)+P(4) ams1 P(4)=1-P4)




3. Probabilités 3.2. Propriétés des Probabilités

Evenement impossible

P(2)=0

Voici pourquoi :

Nous avons vu précédemment que

Q=0 ¢lément neutre

P(@ v Q)=P(D)+ P(QY) Propriétés d’additivité des probabilités
d’ou P(QQ) = P(D) + P(Q) ains1 P(2) =0




3. Probabilités 3.2. Propriétés des Probabilités

Tnclusion

S14Ac B alors P(4) < P(B)

Voici pourquoi : B
stB=B"wA avec BB mA=0
alors P(B)=P(B"wA)= P(B’)+ P(4)
d’ou P(A4) < P(B)
avec P(A4) = P(B) lorsque P(B’) =0




3. Probabilités 3.3. Indépendance Statistique

L’hypothése d’indépendance entre événements et plus généralement entre épreuves
successives est un préalable lors de 1'établissement des lois de probabilités

On dit que deux évenements 4 et B sont indépendants s11’on a :

P(4~ B) = P(4) P(B)

Ainsi s1 4 et B sont deux évenements statistiquement indépendants, la probabilité de la
réalisation conjointe de ces deux événements est le produit de leur probabilité respective.

Remarque : Il ne faut pas confondre événements indépendants et éveénements

incompatibles.

Supposons A4 et B a la fois indépendants et incompatibles. On a alors :
P(A~ B) = P(4)P(B) 1ndépendants
PA~B)=P(2)=0 mcompatibles

d’ot nécessairement P(4) =0 ou P(B)=0



3. Probabilités 3.3. Indépendance Statistique

Les propriétés associées a I’'indépendance sont :

(1) s1A4 estun événement quelconque,
A et Q sont indépendants : 4 N Q=4 élément neutre
PAQ)=PAPQ)=P(A4) car P(Q)=1
A et © sont indépendants : 4 N & = élément absorbant

P(4 ~ @) = P(AP(D) = P(D) car P(D) =0

(2) s1 A et B sont deux événements quelconques,

4 et B sont indépendants si et seulement si 4 etB (4 et B) ou sont
indépendants (démonstration).

4 et B sont indépendants si et seulement si 4 et B le sont.

Geénéralisation a n évéenements

n évenements (n = 2) . A1.A4>.....A..., A, sont dit indépendants dans leur ensemble
(ou mutuellement indépendants) s1 on a :

PA Ay ... A ... Ay ) =P(A) x P(4y) x ...x P(4;) x...x P(4,)

PmA:‘):HA:
i i=1




4. Probabilités Conditionnelles 4.1. Définition

Soit deux événements 4 et B d’un espace probabilisé Q avec P(B)= 0, on appelle
probabilité conditionnelle de I’événement « 4 si B» (ou « 4 sachant B»). le quotient

P(4nB) .,
notée Py (A4
PE) B (4)

P(4/B)=

On définit ainsi une probabilité sur Q au sens de la définition donnée précédemment.

Theoreme :
Soit B un évenement de probabilité non nulle. alors :

Pg: €(Q) —» [0,1]

P(ANB)

A+ P(4/B)= 5

est une probabilité sur Q




4. Probabilités Conditionnelles 4.1. Définition

Remarque : La probabilité P(4) est appelée la probabilité a priori et P(4 / B) ou Pg (4) la
probabilité @ posreriori car sa réalisation dépend de la réalisation de B.

On observe les relations suivantes :
P4/ 4)=1
P(B)

SiBc 4, alorsA~B=Betdonc P(B/ 4)=—2=
P(A4)

Exemple :
Soit un croisement entre hétérozygotes Aa pour un caractére a dominance stricte, quelle est la

probabilité d’obtenir a la génération smivante parmi les individus de phénotype A, un individu
homozygote ?
L’ensemble des événements élémentaires est : Q= {AA Aa,aA.aaj
Si h = homozygote et i = hétérozygote
P(h] A) = P(hnd4) /4
P(A) 3/4

= 1/3 probabilité a posteriori

La probabiliteé @ priori d’obtenir un homozygote est 1/4.



4. Probabilités Conditionnelles 4.2. Probabilitées Composées

Theoreme :
Soit deux evenements 4 et B d’un espace probabilise Q. Alors,
P(A~B)=P(B/A)P4)=PA4/B)P(B) Formule des probabilités composées

Voici pourquoi :

Par définition, P(4/B) = ﬂ;‘(—;)‘m dou P4 ~B)=P4/B)P(B)

Si 4 et B sont deux évenements indépendants et que P(B)= 0 alors ceci équivaut a

affirmer que Pp(d)=PA4/B)=P(A).

Lorsque deux évenements sont indépendants, le fait que 1'un des evenements soit realise,
n’apporte aucune information sur la réalisation de ['autre. Dans ce cas la probabilité

conditionnelle Pz (A4) (a posteriori ) est eégale a la probabilité P(A4) (a priori).

Voici pourquoi :

La formule des probabilités composées donne P4 ~B)=P(4/B) P(B).
L’ indépendance statistique entre 4 et B équivaut a P(4 m B) = P(A4) P(B)
d’ou la relation P(4/B)=P(4)



4. Probabilités Conditionnelles 4.2. Probabilités Totales

Theoreme :
St {4, As.....A;.......4,} est un svstéme complet d’événements, quel que soit I’évenement
B, alors : P(B)=P(B/A,)P(4,) + P(B /45)P(4>)+.....+ P(B /4,)P(4,)
P(B) = Z P(B/A4.)P(4,) Formule des probabilités totales
i=1
Exemple :

Une population animale comporte 1/3 de males et 2/3 de femelles. L’albimisme frappe 6 %
des males et 0,36 % des femelles. La probabiliteé pour qu'un individu pris au hasard (dont on
1gnore le sexe) soit albinos est :

Si A= {male} et 4 = {femelle} constitue un systeme complet d’évenements
B = {albinos} et B = {non albinos}
sachant que  P(B)=P(B/ A)P(A4 )+ P(B/ A)P(A)
alors P(B)=(0,06 X 1/3) +(0,0036 X 2/3)=0,0224
soif 2,24% d’albinos dans cette population.




4. Probabilités Conditionnelles 4.2. Théoreme de Bayes

Theoreme :
S1 44y, 4o......4;,......4,} estun svstéme complet d’événements, et quel que soit I’évenement

B tel que P(B) £ 0, alors :
P(A./B)

- P(B/ 4)P(4)
" P(B/A)P(4)+..+ P(B/ A)P(4)+...+ P(B/ A )P(4,)
P(B/ 4,)P(4,)

i

S P(B/ 4)P(4,)

P(A4./B)= Formule de Bayes

Remarque : La formule de Bayes est utilisee de fagon classique pour calculer des

probabilités de causes dans des diagnostics (maladies, pannes, etc.). L’application du
theoreme de Bayes est a la base de toute une branche de la statistique appelee statistique

bavesienne.




4. Probabilités Conditionnelles 4.2. Théoreme de Bayes

Exemple :

Dans une population pour laquelle 1 habitant sur 100 est atteint d’une maladie génétique A,
on a mis au point un test de dépistage. Le résultat du test est soit positif (T) soit négatif (7).
On sait que : P(T/4)=0.8 et P(T/A4)=0.9

On soumet un patient au test. Celui-c1 est positif. Quelle est la probabilite que ce patient soit
attemt de la maladie A soit Pr(4) ou P(4/T) ?

D’apres la formule de Bayes :
peairy=BAnT) PTIAHPMA)
P(T) P(T/AP(A)+P(T/ AP(A)

0.01x O.S _ 0..{]?:-‘
0.8x0,01+0,1x0,99

d’ou p(4/7)=

Ainsi avant le test, la probabilité d’étre malade ¢etait de P(A) =0 ,01 (probabilite a priori)

et apres le test la probabilité¢ d’étre malade est de P(4/T) = 0,075 (probabiliteé a posteriori)
Ainsi le test apporte un supplement d’information.



